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Extensiones, elevaciones y dilataciones

H—2 5 H Hé——H H—2 5 H H—2 s H
A A A I I
K—E 5k K—— K’ K—5 5k K—2s Kk

@ B es una extension de A si B|H = A (equivalentemente, si el primer diagrama
conmuta).

@ B es una elevacion de A si B* es una extension de A* (equivalentemente, si el
segundo o tercer diagrama conmuta). Esto es equivalente a PyB = AP4.

Q SiH=H'yK =K', decimos que B es una dilatacién de A si A” = PyB"|H, para
n > 0 (equivalentemente, si el cuarto diagrama conmuta para n > 0).
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Extensiones, elevaciones y dilataciones

H—2 5 H Hé——H H—2 5 H H—2 s H
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K—E 5k K—— K’ K—5 5k K—2s Kk

@ B es una extension de A si B|H = A (equivalentemente, si el primer diagrama
conmuta).

@ B es una elevacion de A si B* es una extension de A* (equivalentemente, si el
segundo o tercer diagrama conmuta). Esto es equivalente a PyB = AP4.

Q SiH=H'yK =K', decimos que B es una dilatacién de A si A” = PyB"|H, para
n > 0 (equivalentemente, si el cuarto diagrama conmuta para n > 0).

Definiciones “matriciales”:
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Espacios de Hardy H? con valores vectoriales

1 27 .
(%) = {f T U |y € Z/o If(e")|? dt < oo} .
Serie de Fourier para f € L*(%):

fe)=> ce™, coew, (coW)u =(f,e"U)z@q).
nez
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Espacios de Hardy H? con valores vectoriales

27 .
@) = {1 w2 g [ I < o)
0
Serie de Fourier para f € L*(%):

fe)=> ce™, coew, (coW)u =(f,e"U)z@q).

nez
2 2 def 1 2 i
H (%) = {g : D — % analiticas : ||giz(4,) = sup —/ lg(re")||” dt < oo}.
o<r<1 27 Jo
Serie de potencias para g € H*(%):

9(2) = Zanz", an €, |g||/—/2(62/ Z llanl% -

n>0 n>0
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Espacios de Hardy H? con valores vectoriales

27 .
@) = {1 w2 g [ I < o)
0
Serie de Fourier para f € L*(%):

fe)=> ce™, coew, (coW)u =(f,e"U)z@q).
nez
27 .
H (%) = {g :D — % analiticas : ||g|fz(4) £ sup 2L/ lg(re")|)? dt < oo}.
o<r<1 €T Jo
Serie de potencias para g € H*(%):

9(2) = Zanz", an €, |g||/—/2(62/ Z llanl% -

n>0 n>0

Si g € H?(%), entonces existe el limite no tangencial f(e") = lim,_,,— g(re") c.t.p.
Permite identificar H?(% ) con un subespacio de L?(%).

Daniel Estévez Sanchez (UAM) Anélisis complejo y teoria espectral 27 de septiembre de 2013



Espacios de Hardy H> con valores de operador

H> (%, %) = {e D — B(%, %) analiticas : ||©||y~(,2) 2 sup |©(2)| < oo} .
zeD

Para © € H™ (%, %), existe el limite fuerte lim,_,,— ©(re") c.t.p. Por tanto, induce un
operador de multiplicacién por ©, © : L3(%) — L3(%), mediante

(ef)(e") = o(e")f(e"). La restriccion de este operador a H?(% ) es el operador

O : H3 (%) — H*(#%) dado por (©g)(z) = ©(2)g(2).
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Espacios de Hardy H>° con valores de operador

H> (%, %) = {e D — B(%, %) analiticas : ||©||y~(,2) 2 sup |©(2)| < oo} .
zeD

Para © € H™ (%, %), existe el limite fuerte lim,_,,— ©(re") c.t.p. Por tanto, induce un
operador de multiplicacién por ©, © : L3(%) — L3(%), mediante

(ef)(e") = o(e")f(e"). La restriccion de este operador a H?(% ) es el operador

O : H3 (%) — H*(#%) dado por (©g)(z) = ©(2)g(2).

© se dice funcion analitica contractiva si ©(z) es contraccion Vz € . © se dice interna
si ©(e') es isometria c.t.p. T (equivalentemente, si © : H*(%) — H*(#) es isometria).
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Dilatacién isométrica de contracciones

Teorema (Sz.-Nagy)

Cualquier contracion T € B(H) puede ser elevada a una isometria V € B(K..). Esta
elevacion puede elegirse minima, en el sentido de que

K, = \/ VH.

n>0

Ademas, cualquier par de dilataciones isométricas minimas de T son isomorfas. En
particular, cualquier dilatacion isométrica minima de T es de hecho una elevacion.
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Dilatacién unitaria de contracciones

Teorema (Sz.-Nagy)

Cualquier contraccién T € B(H) puede ser dilatada a un unitario U € B(K). Esta
dilatacién puede elegirse minima, en el sentido de que

K=\/UH. (1)
nez
Si ponemos
Ky =\/ U"H, 2
n>0

entonces U, = U|K. es la dilatacion isométrica minima de T. Ademas, cualquier par
de dilataciones unitarias minimas de T son isomorfas.
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Modelo funcional de Sz.-Nagy—Foias: ingredientes

Una contraccién T € B(H) es completamente no unitaria (c.n.u.) si ningiin subespacio
no trivial de H reduce T a un operador unitario. Cualquier contraccién es suma directa
de una contraccién c.n.u. y un unitario.
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Modelo funcional de Sz.-Nagy—Foias: ingredientes

Una contraccién T € B(H) es completamente no unitaria (c.n.u.) si ningiin subespacio
no trivial de H reduce T a un operador unitario. Cualquier contraccién es suma directa
de una contraccién c.n.u. y un unitario.

Si T € B(H) es contraccion, entonces | — T*T > 0. Podemos definir el operador
defecto Dy = (I — T*T)"/? y el espacio defecto ©1 = DrH.
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Modelo funcional de Sz.-Nagy—Foias: ingredientes

Una contraccién T € B(H) es completamente no unitaria (c.n.u.) si ningiin subespacio
no trivial de H reduce T a un operador unitario. Cualquier contraccién es suma directa
de una contraccién c.n.u. y un unitario.

Si T € B(H) es contraccion, entonces | — T*T > 0. Podemos definir el operador
defecto Dy = (I — T*T)"/? y el espacio defecto ©1 = DrH.

Definimos la funcion caracteristica de una contraccion T mediante
Or(z) = [T + zDr« (I — zT*) "' Dr]|D 1 es una funcién analitica contractiva en
H>(®7,D7+). Un caso importante es cuando es interna (contraccién C.o).
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Modelo funcional de Sz.-Nagy—Foias: ingredientes

Una contraccién T € B(H) es completamente no unitaria (c.n.u.) si ningiin subespacio
no trivial de H reduce T a un operador unitario. Cualquier contraccién es suma directa
de una contraccién c.n.u. y un unitario.

Si T € B(H) es contraccion, entonces | — T*T > 0. Podemos definir el operador
defecto Dy = (I — T*T)"/? y el espacio defecto ©1 = DrH.

Definimos la funcion caracteristica de una contraccion T mediante
Or(z) = [T + zDr« (I — zT*) "' Dr]|D 1 es una funcién analitica contractiva en
H>(®7,D7+). Un caso importante es cuando es interna (contraccién C.o).

Definimos A(e') = (I — ©7(e")*©7(e"))z y denotamos por A el operador de
multipliacion por A(e") en L?(D 7). Observacion: A = 0 is Or es interna.
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Modelo funcional de Sz.-Nagy—Foias

Teorema (Sz.-Nagy—Foias)

Sea T una contraccion c.n.u. en un espacio de Hilbert separable.
Ponemos

K=L®r)eALRDr), Ky=H@®r)aALR(Dr7),
y
H=K,o{0rud Au:uec H (D7)}
Entonces T es unitariamente equivalente al operador T en H definido por

(T (u, v))(2) = (M,e—’fv(e")) . (u,v) eH.

z

La dilatacién isométrica minima de T es el operador M; ® (M,:|AL?(D 7)) actuando en
K+, y la dilatacién unitaria minima de T es el operador M & (Mgi|AL2(D7))
actuando en K.
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Resumen

e Dilatacion de varios operadores
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Elevacion del conmutante

Teorema (Elevacién del conmutante)

Sean T € B(H), T' € B(H') dos contraciones y U, € B(K.), U, € B(K.) sus
respectivas dilataciones isométricas minimas. Si A € B(H', H) satisface la relacién

TA = AT’, entonces existe un B € B(K'., K.) que es una elevacion de A, y tal que
U,B=BU. y||A| = ||B|.

H—2 5 H

NN

K| —=mmme |- L5 K,
K| —----- 5K
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Extensiones, elevaciones y dilataciones

Decimos que {T;};cs C B(H) es un sistema conmutativo de operadores si
TiTy =Ty TV, j €.
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Extensiones, elevaciones y dilataciones

Decimos que {T;};cs C B(H) es un sistema conmutativo de operadores si
TiTy =Ty TV, j €.

Generalizacion de extensién/elevacion: {V;};c, es una extensién/elevacién
conmutativa de { T;}c, si es un sistema conmutativo y V; es una extension/lifting de T;
para todo j € J.
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Extensiones, elevaciones y dilataciones

Decimos que {T;};cs C B(H) es un sistema conmutativo de operadores si
TiTy =Ty T, Vi j €.

Generalizacion de extensién/elevacion: {V;};c, es una extensién/elevacién
conmutativa de { T;}c, si es un sistema conmutativo y V; es una extension/lifting de T;
para todo j € J.

Generalizacion de dilatacién: {V;};c, es un dilatacién conmutativa de {T;};c, si es un
sistema conmutativo y

Ti:‘1...7'j.‘n<n:PH\/j:‘1...\/jf"|H, neN, ki,....,kn >0, ji,...,jn € J.
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Teorema de Ando

Teorema (Ando)

Toda pareja de contracciones Ty, T, € B(H) que conmutan tienen una elevacion
isométrica conmutativa V1, V. y una dilatacion unitaria conmutativa Us , Us.
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Idea de la prueba

Existencia de Vi, V.

B
Ky —---=-|--- > K,
\U+ &:
B
A > Ky
Vo
K — K
ANEZ AN
“y v ~
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La desigualdad de von Neumann

Dado T € B(H) y p € Ms[z], p(z) = [pk(2)]} k=1, podemos formar el operador
p(T) € B(H?) definido por p(T) = [o(T)]} k=1-
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La desigualdad de von Neumann

Dado T € B(H) y p € Ms[z], p(z) = [pk(2)]} k=1, podemos formar el operador
p(T) € B(H?) definido por p(T) = [o(T)]} k=1-

Si T € B(H) es una contraccion, se tiene
IPCDII < lple(es.co) < sup o)l ¥p € Msl2)

Prueba: Sea U una dilatacién unitariade T.

(I = [ITPHpx (V) Hli=t | < o U1l = (Ul < NIl Hec (s,
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La desigualdad de von Neumann

Dado T € B(H) y p € Ms[z], p(z) = [pk(2)]} k=1, podemos formar el operador
p(T) € B(H?) definido por p(T) = [o(T)]} k=1-

Si T € B(H) es una contraccion, se tiene
IPCDII < lple(es.co) < sup o)l ¥p € Msl2)

Prueba: Sea U una dilatacién unitariade T.

(I = [ITPHpx (V) Hli=t | < o U1l = (Ul < NIl Hec (s,

¢ Es cierta la siguiente generalizacion para una tupla conmutativa Ty,..., T, € B(H)?

Ie(Ts, Tl < sup_llp(2)ll, Vb & Mslz, ... za]. ()

Zy,.nes Zn
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La desigualdad de von Neumann

Dado T € B(H) y p € Ms[z], p(z) = [pk(2)]} k=1, podemos formar el operador
p(T) € B(H?) definido por p(T) = [o(T)]} k=1-

Si T € B(H) es una contraccion, se tiene
IPCDII < lple(es.co) < sup o)l ¥p € Msl2)

Prueba: Sea U una dilatacién unitariade T.

(I = [ITPHpx (V) Hli=t | < o U1l = (Ul < NIl Hec (s,

¢ Es cierta la siguiente generalizacion para una tupla conmutativa Ty,..., T, € B(H)?

||p(T177Tf7)|| < SupEDHp(z)Ha Vpe MS[Z17~"7Z"]' (*)

Zy,.nes Zn

Para n = 2, si, por And6. En general, (x) es cierta paratodo s > 1siysolosi Ty,..., Ty
tiene una dilatacion unitaria conmutativa (consecuencia del teorema de Arveson).
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Contraejemplos

@ Parrott, 1970. Ejemplo de tres contracciones que conmutan y no tienen dilatacién
unitaria conmutativa. Si cumplen la desigualdad de von Neumann para s = 1.

@ Kaijser y Varopoulos, 1974. Ejemplo de tres matrices contractivas 5 x 5 que no
cumplen la desigualdad para s = 1.

@ Lotto y Steger, 1994. Ejemplo con matrices diagonalizables.

@ Choi y Davidson, 2013. Ejemplo de cuatro matrices 3 x 3 que no cumplen la
desigualdad de von Neumann para s = 2.

@ Para matrices 2 x 2 siempre existe la dilatacion unitaria conmutativa.

@ No se sabe qué pasa para tres matrices 3 x 3. No se sabe si las matrices 3 x 3
satisfacen la desigualdad de von Neumann para s = 1.

@ Para n > 3, no se sabe si la desigualdad de von Neumann es cierta para todo sy
toda tupla conmutativa de contracciones T, ..., T, si se permite una constante
C = C(n) en el lado derecho.
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Resumen

e Estructuras separadas y teoria de LivSic-Vinnikov
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Estructuras separadas

Una estructura separada es un espacio de Hilbert K con una descomposicion
K= Ho,, SM_ o M+ (a2} Hoy+

tal que M = M_ + M, es finito-dimensional y un par de operadores autoadjuntos
A1, A> € B(K) que conmutan y tienen una estructura

0

0
0 .
e j=1,2.
*

*
*
*

O % % %
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Estructuras separadas

Una estructura separada es un espacio de Hilbert K con una descomposicion
K= Ho,, SM_ o M+ (a2} H()Hr

tal que M = M_ + M, es finito-dimensional y un par de operadores autoadjuntos
A1, A> € B(K) que conmutan y tienen una estructura

0 0
0 .
E j=1,2.
*

O % % %

*
*
*

Dada una estructura separada, existen matrices autoadjuntas o1, 02,y € B(M) tales
que se tiene la relacion
O’gPMA1 — 01 PMA2 =+ ’yPM =0.

Esto permite considerar la curva algebraica real
X ={(x1,x) € 2 - det(x102 — Xe01 +v) = 0}.

El espectro conjunto de (As, Az2) esté contenido en la parte real de la curva, es decir,
X NR2.
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Curvas algebraicas separadas

Consideramos X la desingularizacion de X. Podemos entender X como una superficie
de Riemann que se obtiene pegando un numero finito de puntos a los puntos
regulares de X. Un caso importante es cuando la parte real de la curva divide cada
componente de X en dos componentes conexas llamadas mitades.
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de Riemann que se obtiene pegando un numero finito de puntos a los puntos
regulares de X. Un caso importante es cuando la parte real de la curva divide cada
componente de X en dos componentes conexas llamadas mitades.

En el caso de estructuras separadas, la curva algebraica asociada es separada si
asumen ciertas hipotesis débiles.
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Curvas algebraicas separadas

Consideramos X la desingularizacion de X. Podemos entender X como una superficie
de Riemann que se obtiene pegando un numero finito de puntos a los puntos
regulares de X. Un caso importante es cuando la parte real de la curva divide cada
componente de X en dos componentes conexas llamadas mitades.

En el caso de estructuras separadas, la curva algebraica asociada es separada si
asumen ciertas hipotesis débiles.

Cuando la curva es separada, deberia ser posible construir un modelo analitico para
los operadores (A, Az2) empleando los espacios de Hardy H? en las mitades de la
curva.
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La relacion con la teoria de LivSic-Vinnikov

Se encarga de estudiar pares de operadores Ay, A> que conmutan y tales que el rango

de Im A; £ (Aj — A7)/2i es finito. Estos operadores Aj, A2 se incorporan en una

estructura llamada vasija que depende de unas matrices autoadjuntas o+, o2, v, v
Se asocia una una curva algebraica a la vasija dada por la ecuacion

det(x102 — Xo01 + ,yin) = det(X10'2 — Xo01 + ryout) =0.

(ambos polinomios son el mismo). El espectro conjunto de (A, A2) esta contenido en
la parte real de la curva salvo por un nimero finito de puntos.
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La relacion con la teoria de LivSic-Vinnikov

Se encarga de estudiar pares de operadores Ay, A> que conmutan y tales que el rango
delmA; = £ (Aj — A7)/2i es finito. Estos operadores Aj, A2 se incorporan en una

estructura llamada vasija que depende de unas matrices autoadjuntas o+, o2, v, vt
Se asocia una una curva algebraica a la vasija dada por la ecuacion

det(x102 — Xo01 + ,yin) = det(X10'2 — Xo01 + ’yom) =0.

(ambos polinomios son el mismo). El espectro conjunto de (A, A2) esta contenido en
la parte real de la curva salvo por un nimero finito de puntos.

Dados operadores autoadjuntos Ay, A, € B(K) incluidos en dos estructuras separadas

con descomposiciones
H_ Hy

—N~~—— ——
K=Hy,-®oM_-a&M, ® Ho 4,
A_ Hy
. /0
K=Ho,- ®M- M, © Ho 4,
con H- c H_ y H+ C H., se puede realizar una compreS|on generalizada de A1,A2 a
operadores A , Az enel espacio cociente H+/H+ ~H_ /H_. Los operadores A , Ao

estan incluidos en una vasija con las mismas matrices o+, o2 que las asociadas a la
estructura separada y v*" = 7.
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