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1. Introduccion

En este trabajo trataremos como tema central el teorema de Shapiro-Shields
sobre interpolacién con pesos en espacios de Hardy en el disco. Se veran en
distinto detalle algunas de las pruebas existentes para dicho teorema.

En la seccién 2, hacemos un breve resumen de la teoria de espacios de Hardy.
Esta seccién puede ser omitida en una primera lectura, ya que su objetivo prin-
cipal es fijar la notacién y servir de referencia.

La seccién 3 se encarga del teorema de interpolacién con pesos. El objetivo
principal en esta seccién sera probar el teorema de Shapiro-Shields, viendo algu-
nas de las distintas pruebas que existen. También se introduciran otras nociones
importantes, como las medidas de Carleson y los embebimientos de espacios de
Hardy.

En la seccién 4 mostramos una aplicacién del teorema de Shapiro-Shields a
la teoria espectral de operadores. Probamos que el problema de comprobar si la
familia de autovectores de cierto operador es equivalente a una base ortonormal
puede reducirse a un problema de interpolacién con pesos. Este tipo de resul-
tados son de cierta relevancia en la teoria de operadores. Algunas preguntas
sobre operadores se trasladan a ciertos operadores que actian sobre espacios de
funciones analiticas. Después, estas preguntas se intentan responder empleando
técnicas de la variable compleja.

Por dltimo, en la seccién 5 estudiamos con mas detalle la condicién de Car-
leson, una condiciéon geométrica sobre los puntos de interpolacién que es equi-
valente a la propiedad de interpolacién libre. Mostraremos algunos resultados
adicionales con el objetivo de ganar mayor intuicién geométrica sobre la condi-
cion de Carleson.

2. Resumen de espacios de Hardy

En esta seccién haremos un breve repaso de la definicién y propiedades
bésicas de los espacios de Hardy. Introduciremos también ciertos resultados que
vamos a necesitar, como son la factorizacién mediante productos de Blaschke y
algunos resultados de dualidad. Una buena introduccion a los espacios de Hardy
puede leerse en [3] o en [2].

Denotaremos el disco unidad por D = {z € C : |z| < 1} y su frontera por
T ={z € C: |z| = 1}. Escribiremos como H = {z € C : Imz > 0} el semiplano
superior. Si 0 C C es un abierto, denotaremos por H () el conjunto de funciones
holomorfas en 2.

2.1. Definicién y propiedades basicas

Si f € H(D), definimos para 0 < p < oo

2m %
M) = (5 [ 1nepas) "

Entonces, definimos el espacio de Hardy HP? en el disco unidad como

P = {fe?—t(]D)): sup M, (r, f) < oo}.

0<r<1



Para p = oo, se define
H> = {f € H(D) acotadas},

Puede probarse que M, (r, f) es no decreciente con r. Si0 < p < oo, definimos
para f € HP
Ifll, = sup My(r, f)= h,m7 My(r, f),
0<r<1 r—1
y para f € H*,
[ flloo = sup[f(z)|.
zeD

Esto define una norma para 1 < p < oo, con la cual H? es un espacio de
Banach. Si 0 < p < 1, puede definirse a partir de || - ||} una métrica invariante
por traslacién con la cual H? es un espacio métrico completo.

Si ¢ = e € T, decimos que z = re’? € D tiende a ¢ no tangencialmente si
|0 — 0g] < ¢(1 —r) para algtin ¢ > 0 idependiente de z. Geométricamente, esto
corresponde a z que se mantenga dentro de un angulo de apertura menor que
m, con vértice en ¢ y simétrico respecto del radio que une 0 con (. Este angulo
se denomina angulo de Stolz.

Si fe HP,0 < p < oo, existe el limite de f(z) cuando z — ¢ no tangencial-
mente para casi todo ¢ € T. De esta forma, f(ew) = lim,_,;- f(re'®) define una
funcién en casi todo punto de T. Ademds, f € LP(T).

Si ponemos f.(e?) = f(re?), para 0 < p < oo, f, — f en LP cuando

r — 17. Para p = 0, solo se tiene f, — f en L™. Esto es,

27 27
fr(eMgledt = [ f(e)g(e)dt,
0 0
para toda g € L*(T). )
En particular, si 1 < p < oo, || fllgr = ||f]|Lr- Ademds, f puede recuperarse
a partir de f mediante una convolucién con el niicleo de Poisson. Se define el
ntcleo de Poisson como

1—72
Pt)= —————.
(*) 1472 —2rcost
Entonces,
. 1 [%7 .
fre®) = — P.(6 —t)f(t)dt.
27T 0

También es cierta la siguiente version de la féormula integral de Cauchy,

L [ fw) 1 [T f(e)e
f(z)fQ—m/T Zdw — — L dt.

w — 2 Jy et —z

Por tanto, es usual identificar f € H? con su funcién frontera f € LP (T).
Mediante esta identificacién, HP es un subespacio cerrado de LP(T). De hecho,
para 1 < p < oo,

2m
H? = {feLp(T): f(t)e™tdt =0, n=1,2,...}.

0



También es usual considerar que f puede extenderse via limite no tangencial a
casi todo punto de T y emplear el abuso de notacién f(e) = f(e').

En el caso especial p = 2, H? es un espacio de Hilbert. Puede caracterizarse
en funcién de las series de potencias como

oo o0
SEPITEE SIAE
n=0 n=0

De hecho, la aplicacién que lleva f(z) = > a,2" € H? a {a,} € £* es un
isomorfismo isométrico.

2.2. Factorizacion mediante productos de Blaschke

Si {z,}22, € D\ {0}, el producto infinito

H |Zn| Fn T %
ioy An 1—zn

denominado producto de Blaschke converge absolutamente si y solo si

oo

Z(l — |zn]) < 0.

n=1

Esta condicién se denomina condicion de Blaschke. Si el producto converge
absolutamente, también converge uniformemente en compactos de D y por tanto
define una funcién holomorfa B(z). Ademés, |B(z)] < 1, z € D, por lo que
B € H®™. Puede probarse que |B({)| = 1 para casi todo ¢ € T. Por tanto,
| B|oo = 1.

Si fe HP, 0 < p < oo, f # 0, puede verse mediante la férmula de Jensen
que los ceros de f(z) cumplen la condicién de Blaschke. Por tanto, es posible
formar un producto de Blaschke B(z) con sus ceros, quizé agregando un factor
2* adecuado al producto infinito en caso de que f(z) se anule en 0. De esta forma,
f(2) factoriza como f(z) = B(z)g(z), y se tiene que g no se anula, g € HP y
1£llp = llglly» pues |B(C)| = 1 para casi todo ¢ € T.

La factorizaciéon de Blaschke se puede emplear para realizar el siguiente
truco, que permite pasar de una funciéon en H?, 0 < p < oo, a una en otro
H? 0 < g < o0.Sife HP, factorizamos f como arriba. Como ¢ no se anula,
puede definirse h € H(D) con h» = g. Entonces se tiene que f(z) = B(z)h? (2),
he H,y ||flz = b1

Este truco se emplea para probar ciertos resultados para todos los HP, redu-
ciéndolos al caso de un H? concreto. Generalmente, el caso ¢ = 2 suele ser méas
facil, ya que dado que H? es de Hilbert uno dispone de herramientas adicionales.

2.3. Dualidad de espacios H”

Si ¢ : D — C, denotaremos por oHP = {¢f : f € HP}. En particular, zHP
es el espacio de funciones de HP que se anulan en 0.

Con esta notacién, para 1 < p < ooy ¢ el exponente dual de p (esto es, p~ 1+
q~! = 1), puede identificarse el dual de HP con el espacio cociente LI(T)/zH4.



Espacio Dual
HP, 1<p<oo | Li/zHT
:HP 1<p<oco | Hi/HI
LP/HP 1 <p< o0 zH1
LP/zHP, 1 <p< 0 H4
C/A zH!
C/zA H!

Cuadro 1: Dualidad de espacios HP

Sige LYT), g+ zH? actiia en H? mediante

1 o it it D
5 | fehaeta g e
Similarmente, pueden calcularse los duales de zHP, LP/HP y L?/zHP.
Denotaremos por C = C(D). Entonces, definimos el dlgebra del disco como
A =H(D)NC. Con esta notacién, el dual de C/ A es zH?.
En el cuadro 1 se muestra una tabla resumiendo los resultados de dualidad
para los espacios HP.
Conviene comentar que ciertos autores consideran la accién de g € L4(T)
sobre f € LP(T)

1 i [ o

— z2)g(2)dz = — e)g(e)edt.

3= | F@ae= o [ et
Considerando esta accién, el dual de HP es LY/H?, y uno obtiene resultados
mas simétricos que los del cuadro 1. En este trabajo, no consideraremos esta
accion.

3. El problema de interpolaciéon con pesos en H”

3.1. Enunciado del problema

El problema de interpolacién en el disco mediante funciones acotadas se
remonta a Pick y R. Nevanlinna [5]. El problema de interpolacién de Nevanlinna-
Pick, es el siguiente. Dados, {z,})_; € D, {w,})_; C D, encontrar una f €
H(D) con |f(2)| <1y f(2,) = wy,. La condicién que garantiza la existencia de
esta f fue dada independientemente por Pick y R. Nevanlinna y tiene que ver
con la positividad de cierta matriz definida en términos de los z, v wy,.

Si uno quiere pasar a considerar la interpolacién en un numero infinito de
puntos, puede ser necesario relajar la condicién | f(z)| < 1y pedir solo f € H>.
En este caso, se puede pasar a considerar datos {w,} € £*°.

Definicién. Dada {z,}52; C D una sucesién de puntos en el disco, decimos
que es una sucesidn interpoladora si para cada sucesién {wy, }52, € £*° existe
f e H™ con f(zp) = wp.

El problema de interpolaciéon acotada en el disco busca caracterizar las suce-
siones interpoladoras. Es facil ver que para que {z,} sea sucesién interpoladora,



los puntos z, han de ser todos distintos y cumplir la condicién de Blaschke.
Ponemos w,, = 1, donde §; es la delta de Kronecker, y tomamos f € H*
con f(z,) = wy. Entonces, f # 0 y sus ceros han de cumplir la condicién de
Blaschke. En particular, f se anula en z, para n > 1. Por tanto, {z,} cumplen
la condiciéon de Blaschke.

La solucién del problema de interpolacién acotada viene dada por el siguiente
teorema debido a Carleson [1].

Teorema 1 (Carleson). {z,}22, C D es una sucesion interpoladora si y solo

si existe § > 0 tal que
= 2 (©

1—Zpzk] —

La condicién (C) se denomina condicidn de Carleson. Conviene observar que
si By(z) es el producto de Blaschke formado por todos los puntos zx, k # n, la
condicién de Carleson es simplemente | By, (z,,)| > 6.

Otra forma de entender la condicién de Carleson es observar que el factor
que aparece en el producto infinito es la distancia pseudohiperbdlica entre zj,
y zi. Por tanto, intuitivamente, la condicién de Carleson requiere que los zj,
estén suficientemente separados, de forma que los productos de sus distancias
pseudohiperbdlicas estén uniformemente acotados por debajo.

M4s en general, dada {z,} una sucesién de puntos en el disco, uno pue-
de querer estudiar el espacio de trazas de funciones de HP en dicha sucesién,
HP({z,}) = {f(zn) : f € HP}. Con este lenguaje, una sucesién {z,} es interpo-
ladora si y solo si H*®({z,}) = £ (obsérvese que la inclusién H*({z,}) C £
es obvia).

La caracterizacién de las trazas para las sucesiones que cumplen la condicién
de Carleson fue dada por Shapiro y Shields en [8]. En este articulo, Shapiro
y Shields dan una nueva prueba para el teorema anterior, y consideran una
generalizacion para HP, 1 < p < oo, en la forma en que se muestra en el
siguiente teorema.

Si A = {2z,}52, es una sucesién de puntos en el disco, consideramos para
0 < p < oo el operador T} que lleva f € HP en su traza con pesos T [ =

{(1 = |2]2)7 f(2n)}. Para p = 0o, T lleva f € H® en T f = {f(zn)}-

Teorema 2 (Shapiro, Shields). Dada A = {z,}52, CD y 1 < p < o0, se tiene
TYHP = (P siy solo si {z,} cumple la condicion de Carleson.

El caso p = oo es simplemente el teorema 1. El caso p < oo puede entender-
se también como un resultado sobre interpolacién con pesos por funciones en
HP. Simplemente afirma que el espacio de sucesiones {w,} tales que se puede
encontrar f € HP satisfaciendo el problema de interpolacién con pesos

(1 |22 f(20) = wy, (1)

es precisamente £P. Se dice que la interpolacién es libre si se tiene esta propiedad.
Por tanto, el teorema de Shapiro-Shields muestra que la condicién de Carleson
es equivalnete a tener interpolacién libre.

Para p = oo, también puede considerarse este problema de interpolacién
con pesos, entendiendo que el peso (1 — |zn|2)% es 1. Durante este trabajo rea-
lizaremos el abuso de notacién de escribir este peso incluso cuando p = oo,
entendiendo que en este caso el peso es simplemente 1.



Nuestro objetivo principal en esta seccién es probar el teorema 2, obteniendo
asi el teorema 1 como caso particular. Conviene observar que para p < oo la
inclusién Ty HP C (P no es obvia. Por tanto, para probar que la condicién de
Carleson implica la igualdad T H? = (P, deberemos probar ambas inclusiones.
La idea de Shapiro-Shields es reducir la inclusién Th HP? D (P a la inclusién
TYH? C (9 para el exponente dual . Una vez hecho esto, veremos varias formas
para establecer esta tiltima inclusion.

Las pruebas de las dos siguientes subsecciones siguen mas o menos los pasos
de Koosis [3, capitulo IX], con la diferencia de que Koosis realiza el trabajo en
H y nosotros lo haremos en ID. También incorporamos algunas ideas del articulo
de Shapiro y Shields [8].

3.2. Condicién necesaria

Primero veremos que la condicién de Carleson es necesaria para que se tenga
TYHP D (P para algtin p. A la hora de trabajar con un problema de interpolacién
infinito como (1), es muy 1til poder expresar dicho problema mediante una serie
de problemas de interpolacién finitos. El siguiente lema muestra como hacerlo.

Necesitamos primero una proposicion sobre la acotaciéon puntual de funciones
en HP. Esta proposicién es bien conocida y se puede probar reduciendo al caso
p = 2 mediante factorizacién. En H? es simplemente la desigualdad de Cauchy-
Schwarz aplicada a los nicleos reproductores (ver seccién 3.7).

Proposicién 3. Si f € HP, 0 < p < oo, |f(2)] < |fll,(1 = |2[>)" 7.

Obsérvese que el peso que aparece en la estimacién es el mismo peso que
consideramos en el problema (1). Esta proposicién justifica de manera intuitiva
el empleo de pesos al considerar la interpolacién en H?P. Aunque, como ya diji-
mos, no es claro que T\ HP C (P, la proposicién prueba que T} : HP — (> es
un operador acotado con [T} < 1.

Ahora ya podemos enunciar y probar el lema.

Lema 4. Dado 1 <p<oo y A= {z,}02, CD, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) TVHP D (P,

(b) Eziste un K > 0 tal que sic € £P con ||c||, <1, eziste f € HP con | f|l, < K
yThf =c.

(c) Existe un K > 0 tal que para cada N € N, si ¢ = {c,} € 7 con ||c||, <1,
existe f € HP con ||f|l, < K y (1 — |zn|2)%f(zn) =c, paran=1,...,N.

Demostracion. Obviamente (b) implica (c¢). Veamos primero que (c) implica
(a). Sea w € Py ¢ = w/|lw|,. Entonces, existen fy € H? con ||fn]l, < Ky
(1- |zn|2)%f(zn) = ¢, paran = 1,...,N. Por la proposicién 3, ||fn|, < K
implica que {fy} es uniformemente acotada en compactos. Por tanto, tiene una
subsucesién que converge uniformemente en compactos a f € H(D). Se sigue
que f € H? y T} f = ¢. Poniendo g = ||w]|,f, se tiene Thg = w.

Para ver que (a) implica (b), consideramos para L = 1,2, ...

Sy =ATxf: fe Y |[fll, < L}nev.



Entonces se tiene por hipGtesis | J7_, Sr, = . Ademds, Sy, es cerrado en (P,
pues si {T} fr} C Sp y Txfr — c en (P, entonces, como antes, una subsucesién
fr; converge uniformemente en compactos a f € HP. Ademds ||f||, < L, pues
|l fnllp < L. Entonces, T} f = ¢, y se tiene ¢ € Sf.

Por tanto, por el teorema de categoria de Baire, algiin Sy, contiene una bola
de radio p > 0 y centro uno de sus puntos, digamos T} fo. Ahora, dado ¢ € P
con |c[|, < 1, ponemos d = (p/2)c + T} fo. Entonces d € Si, y existe f € HP
con ||fll, < Ly Tyf = d. Poniendo g = 2(f — fo)/p, lgllp < 2L/p y se tiene

TRg = c. Por tanto, se tiene (b) con K = 2L/p. O

Empleando este lema, es sencillo probar que la condicién de Carleson es
condicién necesaria.

Proposicién 5. Dado A = {z,}52, C D, si se tiene TYHP D (P para algin
1 < p < o0, entonces se tiene la condicion de Carleson.

Demostracion. Usando el lema, se tiene K > 0 tal que existe fr € HP con
Ifkllpy < Ky TXfr = ek, donde ex, = {0kn}52, € €P. fi, puede factorizarse
como fr(z) = Bi(2)gk(z), donde By es el producto de Blaschke formado por

Zn, 0 F k¥ gkl = | fxllp-
Empleando la proposicién 3,

1= (1= |27 [ fu(za)] = (1 = |20]*) 7 | Bu(20)||9n (20)] < K|Bu(2)l-

Por tanto, | By, (2,)| > K~!. Como ya se observé arriba, esto es simplemente la
condicién de Carleson con § = K1, O

3.3. Condicién suficiente

Ahora probaremos que si se tiene la condicién de Carleson, la inclusién
TYHP D (P puede ser reducida a comprobar la inclusién THH? C (7 para q
el exponente dual. Esta segunda inclusiéon puede ser entendida como un resul-
tado sobre embebimientos y serd probada mas adelante por diversos métodos.

Necesitaremos primero el siguiente lema, que es una aplicacién sencilla del
teorema del grafo cerrado.

Lema 6. Dado 1 < p < oo, si se tiene TAHP C (P, entonces existe K > 0 tal
que si f € HP, || f|l, <1, entonces | Th f|l, < K.

Demostracion. Por el teorema del grafo cerrado, basta ver que el operador T4 :
H? — P es un operador cerrado. Esto es claro. Si {f,} C H?, f, — f en H?
y TXfn — w = {w,} en ¢P, entonces por la proposicién 3, para cada z; fijo,
fo(zk) — f(zx). Por otro lado, (1 — |zn|2)%fn(zk) — w,. Por tanto se tiene
TV f = w. O

Tras este lema, pasamos a probar el resultado principal de esta subseccién.

Teorema 7. Dados A = {z,}52; C D satisfaciendo la condicion de Carleson,
1 <p < oo yq el exponente dual, si se tiene T{HI C (7, entonces se tiene
TNHP D (P,



Demostracion. Escribimos primero la prueba para el caso 1 < p < oo y al final
comentaremos las particularidades de los casos p = 1, o0.
Usamos el lema 4. Sea ¢ = {¢,} € 7, ||c| <1y N € N. Ponemos

Entonces, si1l <n <N,

Bn
B'(z, )
(Z ) 1— |Zn|2
donde
Zn — Rk
B = H 1 —Zpzn
1<k<N:k#n ken

La condicién de Carleson implica |3,,| > . Ponemos ahora v,, = (1— |zn|2)7%cn.
Entonces,

N
Yo (1 — ‘Zn|2)

50 = B X e =a = PO X s

(zn)(z — Zn)

n=1
resuelve la interpolacién finita (1 — |zn|2)%f0(zn) =cp, 1 <n<N.

Ahora bien, si ¢ € BHP, fy — g también resuelve la misma interpolacién
finita. Por el lema 4, basta ver que existe K > 0 independiente de N y c tal que
l[fo — BHpHp < K.

Empleando que |B| = 1 en casi todo punto de T y el hecho de que el dual
de LP/HP? es zH?, podemos calcular esta norma como

lfo = BH|lp = | fo/B — HPl,

1 2
=supq o
0

Ahora calculamos la integral de la derecha. Por la férmula integral de Cauchy
para HY,

eit)
eit)

J;’(( f(eit)eitdt‘ cf e Y| fllg < 1} '

o fO(eit) ity it 3|
[ B e =

1
2

N 2
> 2Bl
n=1 n

Usando Holder, el término de la derecha es

N1 Bl (& ) q
< (30 Gl (S - e

n=1 n=1

n=1

<5 (Zu - |zn|2)|f(zn)q> = 5T fll,

pues (1 — |Zn|2)|'7n‘p = [enl?, llelly < 1y [Bal = 6.
Ahora basta aplicar el lema 6.



Esto concluye la prueba para 1 < p < oo. Si p = 1, entonces ¢ = oo y
I /Il <1 implica |f(zy)| < 1. Por tanto, estimamos directamente

Z%‘ 2D )| <57 S0 ) < o,

pues la condicién de Carleson implica la condicién de Blaschke. Obsérvese que
en este caso la inclusién T{ H? C (7 es trivial.

Si p = oo, hay que modificar el argumento de dualidad empleando ||fo/B —
H?®|loo < ||fo/B — Allo junto con el hecho de que el dual de C/A es zH"
(obsérvese que fo/B € C, pues hemos realizado interpolacién finita). Una vez
hecho esto, se estima directamente

N
Tn(l = |an2)
2

Esto concluye la prueba. O

7 3= o)l = 6 T

3.4. El embebimiento T{H? C (¥

Como ya hemos visto en la proposicién 7, probar que la condicién de Carleson
es suficiente para tener T HP = (P para todo 1 < p < oo se reduce a comprobar
que TH HP C (P para todo 1 < p < oo (el caso p = oo es obvio).

La primera observacién que realizamos es que basta probar esta inclusién
para un pg particular. Para ello, consideraremos un problema algo més general.
Si v es una medida de Borel en D, entonces H? C L?(v) y la inclusién es continua
si y solo si existe K > 0 tal que

/D FEPd) <K, fem?, ||f], <.

En este caso, se puede ver HP como un subespacio cerrado de LP(v). Por tanto,
esta inclusion se suele denominar embebimiento. Conviene observar que esta
caracterizacion de la continuidad de la inclusion es cierta incluso para p < 1.

Poniendo
o0

dv = (1 - |2n]*)db.,, (2)
n=1
donde ¢, es la delta de Dirac centrada en z, se sigue del lema 6 que la inclusién
TYHP C (P es equivalente a la inclusién continua H? C LP(v).

Conviene comentar que existe un andlogo del lema 6 para la inclusién HP C
LP(v): en caso de que se dé dicha inclusién, automdticamente es continua. Para
1 < p, la prueba vuelve a consistir en comprobar que el operador de inclusién
es cerrado. En este caso, la clave estd en que la convergencia en LP(v) implica
convergencia v-en casi todo punto de una subsucesién. En el caso p < 1 no puede
aplicarse el teorema del grafo cerrado, pero uno puede simplemente reducir este
caso al caso 1 < p similarmente a como hacemos en la prueba del lema de abajo.

Por tltimo, comentar que en el caso p = oo la inclusién continua es siempre
trivial. Si f € H* entonces |f(2)| < ||f|lc para todo z € D, y por tanto |f(z)| <
| flloo v-en casi todo punto. De esta forma, f € L) y || fllzocw) < | fllze-

Dicho esto, podemos pasar al lema que mencionabamos antes. La prueba es
una aplicacién del truco de factorizacién.
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Lema 8. Sea v una medida de Borel en D. Las siguientes dos condiciones son
equivalentes:

(a) La inclusion H? C LP(v) es continua para todo 0 < p < cc.
(b) La inclusion HP C LP(v) es continua para algin 0 < p < oo.

Demostracién. (a) implica (b) es obvio. Para ver que (b) implica (a), suponga-
mos que HP C LP(v) continuamente para algin 0 < p < oo fijo. Sea 0 < ¢ < 00
y feHcon |fllg <1

Escribimos f(z) = B(z)h (z), con B producto de Blaschke, h € H?, [Allb =
| f1l4- Entonces, puesto que |B(z)| < 1 para z € D,

/ ()t () < / h()Pdu(z) < K. O
D D

A la vista del lema, lo inico que queda por probar es que para la medida
v definida en (2) se tiene la inclusién continua para cierto 0 < p < o0, esto
es, TN HP C (P. Esta prueba puede realizarse de varias maneras distintas. En el
resto de esta seccion presentaremos tres demostraciones, cada una en distinto
grado de detalle. Es interesante tener en cuenta las tres demostraciones porque
cada una de ellas ilustra algo distinto.

Primero veremos la prueba de Shapiro-Shields, cuya idea es que en el caso
p = 2 uno puede ir deshaciendo los pasos de la prueba del teorema 7 y probar que
si T2H? D (2, entonces se tiene T2 H? C (2. La primera inclusién corresponde a
resolver el problema de interpolacién con pesos (1). En H? uno puede aprovechar
la estructura de espacio de Hilbert para escribir una solucién explicita.

La segunda prueba empleard un teorema de Carleson que caracteriza geométri-
camente las medidas v para las cuales la inclusiéon H! C L'(v) es continua
(aunque a la vista del lema 8, la caracterizacién serd vélida para cualquier
0<p<o0).

Por 1ltimo, la tercera prueba, debida a Vinogradov, usa una caracterizacién
de la inclusién continua para p = 2 en funcién de los nicleos reproductores en
H2.

3.5. Prueba de Shapiro-Shields

Como ya hemos dicho, la idea de Shapiro-Shields es dar la vuelta al teorema 7
en el caso p = 2 y luego resolver explicitamente el problema de interpolaciéon
con pesos en H2.

Proposicién 9. Dada A = {2,}52, C D si TiH? D (2, entonces TYH? C (2.

Demostracion. Observando el comienzo de la prueba del teorema 7, se concluye
que si TfH? D 2, se ha de tener

|fo— BH?|; = sup
fen?, ||fl.<1 |5 Bn

para cada N € Ny ¢ = {c,} € £2 con ||c||2 < 1, con K independiente de N y c.
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Por tanto, haciendo N — oo,

o0
K> sup S T f(z)]
I£ll2<1, llell2<1 |23 Bn

Por dualidad en ¢2, el término de la derecha es

= S M 2 - _ 2 2
sup > F)P > sup (1= |zl?)If (202,

Ifle<t 2= 1Bnl? Ifl2<1 25
pues |B,] < 1.
De esta forma, se obtiene, para ||f|l2 <1,
oo
Z(l - |zn|2)|f(zn)‘2 <K,
n=1
lo cual es la inclusién TR H? C (2. O

Comentario. En realidad, la prueba de esta proposicién no usa nada especial
del caso p = 2. De hecho, Shapiro y Shields prueban que TH H? D (P implica
TYH? C {1 para ¢ el exponente dual, obteniendo asi el reciproco del teorema 7.
Nosotros solo hemos escrito el caso p = 2 porque es el inico que necesitamos en
nuestro plan para probar el teorema 2. El lector puede comprobar que para el
caso general la prueba es esencialmente la misma.

Ahora, como hemos dicho, la interpolacién con pesos (1), que corresponde
a la inclusién T2 H? D (2, puede resolverse explicitamente. Para ello, primero
necesitamos el siguiente lema computacional.

Lema 10. Si {z,}52, C D cumple la condicion de Carleson, se tiene

(1= |22 = |z?
S af) )y

= |1 —Z;2|?
para cada k =1,2,....
Demostracion. Caculando,
2
=z |y (=) = |2

:I.fszlc |]-*Ejzk|2

Ahora por la condicién de Carleson,

2 9 )
Rk — %j 1—|z; 1-— 2k
2logd <log | [ |77 :Zl‘)g<l‘( ||f|_)z(.z |z| U)
i#k izk j#k J*k
(1 —12*)A = |z]*)
< - b
- ];g ‘1 —Ejzk|2
pues log(1 —b) < —b.
Por tanto,
1—1z:12)(1 = 2
Z( it 2|Zk| ) < 91ogs, )
porrd |1 —Z;z
y se sigue el lema. O
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La prueba de la interpolacién en H? usard el siguiente resultado de Schur
para formas cuadraticas [7].

Lema 11 (Schur). Sean ajr € C, j,k=1,2,..., tales que

oo oo
> lajpl <M, Y aj| < N.
j=1 k=1

oo .
Entonces, si {z;}32, C C, se tiene

> agrame| < (MN)2 Y a2
j=1

jk=1

Conviene comentar que este lema es un caso particular del teorema de Riesz-
Thorin sobre interpolacién de operadores. En este caso, la matriz (a;i) induce
un operador (no acotado a priori) A : /P — (P. Las hipétesis son ||A||p_pn < M
v ||Allg e < N, de lo cual se concluye que ||Afpz_pe < (MN)z.

Ahora ya podemos pasar a dar la prueba de la interpolacién con pesos H?2.
La demostracién se reduce a calcular la norma del interpolador propuesto.

Proposicién 12. Dada A = {z,}52; C D satisfaciendo la condicion de Carle-
son, se tiene TeH? D (2.

Demostracion. Usamos el lema 4. Sean N € Ny ¢ = {c,}22; € 2, |cl2 < 1
fijos. Ponemos similarmente al comienzo de la prueba del teorema 7

N Z—Z
B(z)= ] —=~

paiet 1 —Ekz’
50 = (L) a-lalyt = (gl ) sa-lah .

donde B = B’(2x)(1 — |2|?) son como en la prueba del teorema 7.
Ahora ponemos

Entonces se tiene (1 — [2,]2)2 f(2n) = ¢n. Ademés,

N _
CiCpk
113 =(f, ) = === {9, 98)-
? J’kz_l (ﬁ]ﬁk)z !
Calculando, se obtiene
_ 243 oy3 L+ 2%k
(95, 91) = (1 = |27)2 (1 — [zx] )2m-

Sea a;r = (g;, gx). Otro célculo prueba que

1 1
(1= 12" 7 (1= |z]?)? < (1 — 22k
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Por tanto,

> — |z = |z
Z|ajk|<zz J < 2(1 —2log ),
j=1

|1fz]zk\2

por el lema 10. Como aj, = ax;, se tiene la misma cota para el sumatorio en k.
Usando ahora el lema 11 y |Bk| > 4§, se tiene

N
1£13 < 57201~ 210g6) 3 Jey* < 67*2(1 — 2log ).
j=1

Por tanto, se tiene Ty H D 2 por el lema 4. O

Juntando todo el material expuesto hasta ahora, podemos escribir finalmente
la prueba del teorema 2, a modo de repaso de todos los resultados obtenidos.

Prueba del teorema 2. SiTyHP = (P, por la proposicién 5 se tiene que A cumple
la condicién de Carleson.

Reciprocamente, si A cumple la condicién de Carleson, por la proposicién 12,
se tiene T3 H? D ¢2. Entonces, por la proposicién 9 se tiene T3 H2 C ¢2. Ahora,
por el lema 8, se tiene también T HP C (P para cualquier 1 < p < oo (el caso
p = oo es trivial). Por tanto, el teorema 7 implica que se tiene T\ H? D (P para
cualquier 1 < p < co. De esta forma, Th HP = (P. O

3.6. Medidas de Carleson

La prueba tradicional de teorema 1 pasa por estudiar las medidas v para
las que se tiene la inclusién continua H' C L'(v) (aunque en vista del lema 8
puede considerarse estd inclusién para cualquier 0 < p < 00).

Definiciéon. Una medida de Borel v en D se dice medida de Carleson si la
inclusién H* C L'(v) es continua.

El siguiente teorema debido a Carleson da una caracterizaciéon geométrica
de las medidas de Carleson. Intuitivamente corresponde a que una medida es de
Carleson si y solo si no crece demasiado en el borde del disco.

Teorema 13 (Carleson). Dado ¢ = e € T, h > 0, sea
Qn(Q)={re? eD:1—r<h, t<0<t+h}.

Si v es una medida de Borel en D, las siguientes dos condiciones son equivalen-
tes:

(a) v es de Carleson.
(b) v(Qr(€)) < Ch para cada h >0 y ¢ € T, con C independiente de h y (.

Comentario. Qr(¢) es simplemente un “rectdngulo” curvilineo con un vértice
en (, un lado sobre T, dos lados sobre ciertos radios y otro lado sobre una
circunferencia menor, concéntrica con T.
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Por tanto, basta comprobar que la medida v definida en (2) cumple (b). Esto
puede hacerse directamente, pero es mucho mas sencillo realizar los cédlculos si
el problema se lleva a H mediante transformacién conforme.

La equivalencia entre los espacios H? (D) y HP(H) es la siguiente (dado que
no hemos presentado los espacios HP(H), si el lector quiere, puede de hecho
tomar esta equivalencia como la definicién de HP(H)). Poniendo

1—w
/ <z+w) = Flw),
se tiene f(z) € HP(D) siy solo si F(w)(w—i—z)*% € HP(H). Ademéds, || f(2)|| grm) =

|1 F(w)(w + 2)7% | e (ay- Por tanto, la transformacién conforme a emplear es

T —w 11—z

- , wW=1 ,
T+ w 1+ =z

zeD, weH.

Calculando, se tiene

oo

Z(l —|znl®)If(z0)| = 4ZImwn‘F(wn)(wn +i)7?,

n=1 n=1

donde w,, € H es la imagen de z, por la transformacién conforme.
Por tanto, poniendo

du = Z Im w,,dd.,,, (4)
n=1

se tiene que H'(D) C L'(v) continuamente si y solo si H'(H) C L!(u) conti-
nuamente.
Ahora enunciamos los analogos para H de la definicién y el teorema anterior.

Definicién. Una medida de Borel p en H se dice medida de Carleson si la
inclusién H*(H) C L'(u) es continua.

Teorema 14 (Carleson). Dado x € R, h > 0, sea
Qn(z) = (z,x+ h) x (0,h).

Si p es una medida de Borel en H, las siguientes dos condiciones son equiva-
lentes:

(a) p es de Carleson.
(b) p(Qn(z)) < Ch para cada h >0 y x € R, con C independiente de h y x.

Para la prueba del teorema, referimos al lector al libro de Koosis [3, capitulo
VIILF]. Alli la prueba se hace para el semiplano H y después se enuncian los
resultados andlogos para D, ya que proceder asi resulta méas sencillo. La prueba
emplea ciertos resultados sobre la funcién maximal no tangencial, los cuales
también son mds faciles de enunciar y probar en H.

Para comprobar que la medida p definida en (4) satisface la condicién (b)
del teorema, necesitamos primero el siguiente lema computacional.

Diremos que {w,} cumple la condicién de Carleson para H si y solo si la
sucesién {z,} correspondiente cumple la condicién de Carleson para D. La de-
sigualdad andloga a (C) puede obtenerse mediante transformacién conforme.

15



Lema 15. Si {w,}2; C H cumple la condicion de Carleson, se tiene

Z Im w,, Im wy,

1
< —Zlogs
lw, —w] = 2 2%

k#n
para cadan=1,2,....

Demostracion. Esta desigualdad se obtiene por transformacion conforme de la
ecuacién (3) en la prueba del lema 10. O

Con esto, ya podemos probar que p es una medida de Carleson. La prueba
estd basada en la de Koosis [3, capitulo IX].

Proposicién 16. Si {w,}32, la medida p definida en (4) es de Carleson.
Demostracion. Vamos a probar que de hecho

p([z,z + h] x (0,h]) < (1 —5logd)h.
Sean x € Ry h > 0 fijos, y sea S = Qp(x). Basta probar que

> Imuw, < (1-5logd)h (5)
wn€S,NN
para cada N € N. Fijemos un N € N.

Si no hay ningin w, € S, n < N, entonces la desigualdad (5) es cierta
trivialmente. Si los hay y algiin w,, € S, k < S, tiene Im w,, > h/2, veamos que
la desigualdad (5) también es cierta.

Se tiene, si wy € S,

Imw, 1
|wy, — w2~ 10h°
pues |w, —w|* = (Rew,, — Rewy)? + (Imw,, + Imwy)? < 5h2%, e Imw,, > h/2.
Por tanto, usando el lema 15,

1 Im w,, Im wy, 1
——logéd > _— > — I
2 080 = Z |w, —w,| — 10k Z W,
wi €S, k#n wi €S, k#n
y se tiene la desigualdad (5) usando Imw,, < h.

En caso de que no hubiera ningin wy, € S, n < N con Imw,, > h/2, entonces
consideramos los cuadrados

Sy =[x,z +h/2) x (0,1/2), Se =[x +h/2,z+h] x (0,h/2].

Denotando
Y(A) = Z Im wy,
wrEARSN
se tiene X(S) < 3(S1) + X(S2) (obsérvese que S; y Sz no son disjuntos y por
tanto en general no hay igualdad). Basta probar entonces que

h
2(8;) = (1 -5logd)5, j=1,2.

Ahora aplicamos el razonamiento anterior a los nuevos cuadrados S; y Sa,
dividiendo otra vez cada uno de ellos si resulta necesario. Como estamos mi-
rando un numero finito de puntos wy, este proceso ha de parar eventualmente,
quedando probada asi la desigualdad correspondiente a (5) para cada uno de
los cuadrados que se han ido obteniendo. Volviendo hacia atras, se tiene la
desigualdad (5) para S. O
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3.7. Prueba de Vinogradov

La tltima prueba del embebimiento Th H? C (P emplea un teorema debido
a Vinogradov que caracteriza la inclusién continua H? C L?(v) en funcién de
los ntcleos reproductores en H2.

Definimos, para A € D el nicleo reproductor en A,

Se tiene ky € H?, |kxlla = (1 — |A[?)"2. Ademés, si f € H?,

F) = {f:kx)-

El término nicleo reproductor es debido a esta propiedad.
Definimos también, para f € L?(T), la continuacién arménica de f,

27
wf =2 [P0t fet
27'(_ 0
Por dltimo, recordamos que si p es una medida en un espacio topologico X,
un punto z € X, se dice del soporte de u, x € supp p, si todo entorno abierto
U de x tiene p(U) > 0.
Con esto, ya podemos enunciar el teorema. Solo daremos una idea de la

prueba. Para los detalles, referimos al lector al libro de Nikol’skil [6, leccién
VII).

Teorema 17 (Vinogradov). Sea v una medida de Borel en D. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) HL(T) C L2(v).
(b) H? C L2(v).

Mexll g2

(c) sup{m /\E]D)}:a<oo.

(d) sup{m A€ suppy} =C < 0.

exllz2
Ademds, C < a < ||H| < 4V2C.

Idea de la prueba. (a) implica (b) y (c¢) implica (d) son obvios. Para ver que
(b) implica (c), como ya se comentd en la seccién 3.4, se usa el teorema del
grafo cerrado. La clave es que la convergencia en L2(T) implica convergencia
puntual de las imédgenes por H, junto con el hecho de que convergencia en
L?(v) implica convergencia puntual v-en casi todo punto de una subsucesion.
Por tanto, a < ||H]].

Solo falta ver que ||H|| < 4v/2C, lo cual es la parte costosa de la prueba. Para
ello, se utiliza el test de Vinogradov-Senickin, un test de acotacion para ciertos
operadores integrales. Mediante ciertas estimaciones sobre H*, el adjunto formal
de H, se termina probando que H* de hecho es acotado y |H*|| < 4v/2C. O

Es muy sencillo aplicar el teorema al caso particular de la medida v definida
en (2).
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Proposicién 18. Si {z,}52, cumple la condicion de Carleson, la medida v
definida en (2) cumple H*> C L*(v).

Demostracion. Basta probar la condicién (d) del teorema anterior. Dado z, €
supp v,

o0

”kZ”HLZ(V _ |z | / Z 1 - |Zn| 1 - |Zk|2)
”kan " |1*2'ch|2 — |lfzkzn|2

<1-2logé,

por el lema 10. O

4. Aplicacion a la teoria espectral de operadores

En esta secciéon mostramos una aplicacion del teorema de interpolacién de
Shapiro-Shields a la teoria espectral de operadores. En esta aplicacion, cierto
problema relativo a comprobar si la familia de autovectores de un operador es
equivalente a una base ortonormal es reducido al problema de interpolacién con
pesos en H2.

El operador S de multiplicacién por la variable independiente en H2, (Sf)(z) =
z2f(z), se denomina operador desplazamiento, pues su efecto sobre los coeficientes
de Taylor de f es justamente (ag,a1,...) — (0,aq,...).

En el estudio de la teoria espectral no clasica de un operador contractivo
en un espacio de Hilbert, surge el problema de estudiar como modelo funcional
el operador T = PS|K, donde K es un espacio coinvariante de S (esto es,
K = H? © L, L subespacio S-invariante), y P = Pk es la proyeccién ortogonal
sobre K. Este operador T' se denomina compresion del operador desplazamiento.

Una cuestién importante es si existe una transformacién invertible que lleve
la familia de autovectores de T' en una base ortonormal. En caso de existir, se
obtiene una cierta descomposicién espectral para T

Comenzamos primero con el estudio de los subespacios invariantes. El si-
guiente teorema debido a Beurling da una caracterizaciéon de los subespacios
invariantes de S.

Definicién. Una funcién ¢ € H* se dice funcidn interna si [¢(¢)| = 1 para
casi todo ¢ € T.

Obsérvese que los productos de Blaschke son un ejemplo particular de fun-
ciones internas.

Teorema 19 (Beurling). Cualquier subespacio invariante de S distinto del {0}
es de la forma ¢H? para alguna funcién interna o.

Referimos al lector al libro de Martinez-Avendano y Rosenthal [4, capitulo
2.2] para una introduccién elemental a la teorfa de subespacios invariantes de S.
Conviene observar que el reciproco de este teorema es obvio: si ¢ es una funcién
interna, wH? es S-invariante. Ademés puede probarse que si ¢, 1) son internas y
©H? = 1 H?, entonces ¢ = 1. De esta forma, el teorema de Beurling establece
una biyeccion entre los subespacios invariantes de S y las funciones internas.

Ahora introduciremos el concepto de una base de Riesz y ciertos resultados
relevantes. Este lenguaje resutard adecuado para el problema que estamos es-
tudiando. El lector puede consultar el libro de Young [9] para una introduccién
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sencilla o también el libro de Nikol’skil [6, leccién VI]. Daremos los resultados
sin prueba.

Dado un conjunto de vectores {x,, } en un espacio de Banach X, denotaremos
como \/{z,} = span{z,} el minimo subespacio cerrado que los contiene.

Definicién. Una familia de vectores {z,,}32; en un espacio de Banach X se
dice total si \/{z,} = X.

Definicién. Una familia de vectores {z,}32; en un espacio de Banach X se
dice minimal o topoldgicamente libre si x,, ¢ \/{x; : j # n}, para cada n € N.

Definicién. Dada una familia de vectores X = {z,}22; en un espacio de
Banach X, la familia de vectores X’ = {«! }2° ; en el dual X* se dice biortogonal

st (2, 2}) = Ok
Es facil ver usando el teorema de Hahn-Banach que X tiene una familia

biortogonal X’ si y solo si X' es minimal. Ademds, X’ es tnica si y solo si X es
total.

Definicién. Dado H un espacio de Hilbert, una familia de vectores X =
{zn}52, se dice base de Riesz si es total y existe un operador invertible V'
que lleva X' en una familia ortonormal.

De esta forma, las bases de Riesz son bases equivalentes a una base ortonor-
mal (en el sentido de estar relacionadas mediante un operador invertible). Por
tanto, el problema que estamos tratando es comprobar si los autovectores de T'
forman una base de Riesz.

Si X es base de Riesz, X' es total y minimal, y por tanto existe una unica
familia biortogonal X’ = {z] } C X. Ademds, X’ es también base de Riesz.

Todo z € X admite la expansién en serie de Fourier

(o]
T = Z(I,oj'n)xn
n=1

Denotaremos por Jy el operador que asigna a cada x sus coeficientes de Fourier,
— / (oo}
‘]Xx - {<SC, xn>}n:1'
La siguiente caracterizacién sobre las bases de Riesz es debida a Bari.

Teorema 20 (Bari). Sea X una familia minimal en un espacio de Hilbert H,
X' C H una familia biortogonal. Son equivalentes

(a) X es base de Riesz.
(b) X' es total y JxH = (2.
(c) X estotaly JyH C 02, JxH C (2.

(d) X es total y la matrices de Gram I'x y I'xs definen operadores continuos
en £? (donde Ty = ((acj,xk>)‘j?f’k:1)).

(e) X' es total y Ty define un operador continuo e invertible en (2.

Por ultimo, comentar que, aunque no lo necesitaremos, también es impor-
tante el siguiente teorema, debido a Kothe y Toeplitz.
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Definicién. Una familia de vectores {z,}52; en un espacio de Banach X se
dice base incondicional si para cada z € X existen unos unicos escalares a,
tales que la serie Y a,x, converge a x incondicionalmente. Esto es, cualquier
reordenacion de esta serie converge a x.

Teorema 21 (K&the-Toeplitz). Sea X wuna familia de vectores unitarios en
un espacio de Hilbert H. Entonces X es base de Riesz si y solo si X es base
incondicional.

Ya podemos pasar al estudio del operador T = PS|K. Nos restringiremos
al caso K = H? & BH?, donde B es un producto de Blaschke tal que todos
sus ceros A = {z,}52, son simples. Ponemos B, (z) el producto de Blaschke
formado por los {zj : k # n}. Entonces los autovalores de Ty T* son simples,
y los autovectores correspondientes son

k. B, 11 B, (2)
n = n :1_ n227 ’
T e Bty P TS S B )
k 11
I: Zn :17 nzéi
S S D

donde k) es el niicleo reproductor en A (ver seccién 3.7). Es ficil ver que los
autovectores han sido normalizados convenientemente para que las familias X =
{zp} y X’ = {z!,} sean biortogonales.

La familia X’ es total en K, puessi f € K y (f,k.,) = f(zn) = 0, entonces
f € BH? y se sigue f = 0. Por tanto, aplicando la condicién (b) del teorema de
Bari, se sigue que X es una base de Riesz en K si y solo si Jy K = £2.

Ahora, si f € H?,

Taof = {(fa)1o2y = {1 = 2|2 f(2a) )22 = TR,

donde T3 f es la traza con pesos definida en la seccién 3.1.

Observando que Jy se anula sobre BH?, JyK = JyH? = T§H2. Por tanto,
los autovectores de 7' forman una base de Riesz si y solo si TYH? = (%. El
teorema de Shapiro-Shields muestra que esto ocurre si y solo si A = {z,} cumple
la condicién de Carleson.

5. La condicion de Carleson

En la seccién 3.1, enunciamos la condicién de Carleson y comentamos que
intuitivamente corresponde a pedir una cierta separacién entre los puntos z,. En
esta seccién mencionamos algunos resultados geométricos y condiciones auxilia-
res con el objetivo de entender mejor la condicién de Carleson. Los resultados
de esta seccién pueden encontrarse en el libro de Nikol’skif [6, leccién VIL.3].

A lo largo de esta seccién, A serd un conjunto infinito numerable de puntos
en el disco. Recordamos que la condicién de Carleson es

I

HEN; AFp 1= Au

>0, NeEA. (©)

Como ya comentamos, (C) implica la siguiente condicién de separacién

>\_
’““>5, Aped A ®)
11—
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Esta condicién puede entenderse en términos de la distancia hiperbdlica en D.
Pide que las distancias hiperbdlicas entre pares de puntos estén acotadas infe-
riormente. Por tanto, puede expresarse también como que los discos hiperbélicos
de un radio fijo y centros los puntos A € A no se intersequen. Recordando la
equivalencia entre las métricas euclidea e hiperbdlica, también puede formularse
empleando discos euclideos de radio variable.

La condicién T H? C (2, o cualquiera de las equivalentes mencionadas en
la seccion 3.4 y en el teorema 17, se denomina condicién de Carleson-Newman.
Podemos escribirla como

SU=PIFNP <K, feH|fla<1. (CN)

AEA

Empleando los ntcleos reproductores k) como funciones de test en (CN)
y usando las desigualdades que aparecen en la prueba del lema 10, es sencillo
probar que (CN) y (R) = (C). Por otro lado, uno de los resultados principales
de la seccién 3 fue que (C) = (CN). De esta forma, (C) es equivalente a (CN)
y (R).

Decimos que A es un conjunto de Carleson si cumple (C). Entonces, tenemos
el siguiente resultado. Solo damos una breve idea de la prueba.

Proposicién 22. A cumple (CN) si y solo si es una unidn finita de conjuntos
de Carleson.

Idea de la prueba. La implicacién < es trivial. Para ver la implicacion contraria,
hay que dividir el disco en “rectangulos” de la siguiente forma. Se divide primero
en anillos R, = {1 —27" < |2] < 1—27""1}. Después, cada anillo R,, se divide
en 2" rectangulos @, dividiendo el disco en 2™ sectores circulares iguales.
Ahora se aplica el teorema 13 a la medida v definida en (2) para ver que en
cada @Q,r no hay mas de m puntos de A. Una vez hecho esto, es ficil partir A
en un numero finito de conjuntos A; tales que cada A; cumpla (R). O

El siguiente lema muestra que si los puntos tienden muy rapido al borde del
disco (de forma exponencial), entonces siempre se tiene la condicién de Carleson.
Ademds, si los puntos estan todos en un mismo radio, esta condicién también
es necesaria.

Lema 23 (Kabaila-Newman). Sea A un subconjunto numerable de D que se
acumula solo en su frontera. Sea

1—|X
v = limsup { | |:A€A\{u},>\|2u}
penlpl—1 L1 —|ul

Si v < 1 entonces A es de Carleson. Si A C [0,1] es de Carleson, entonces
v <1

Si los puntos de A no tienden muy répido al borde del disco, todavia pueden
cumplir la condiciéon de Carleson, siempre y cuando estén bien dispersos por
todo el disco.

Por un lado, es fécil ver que (C) implica la condicién de Blaschke. Por otro,
el siguiente lema ilustra el hecho anterior, mostrando que si permitimos rotar
los puntos de A libremente (manteniendo su mdédulo), entonces la condicién de
Blaschke es lo tnico necesario para tener (C).
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Lema 24 (Naftalevic). Si A = {2,}52, cumple la condicion de Blaschke, exis-
ten ¢, € T tales que {Cnzn} cumple (C).

6. Conclusiones

Hemos visto cémo el teorema de Shapiro-Shields formula la propiedad de
interpolacion libre en términos de una condicién bastante sucinta, la condicion
de Carleson. Durante la prueba, hemos visto algunas cuestiones interesantes que
repasaremos a continuacion.

El lema 4 nos ha mostrado como podemos reformular un problema de inter-
polacion infinita en funcién de una serie creciente de problemas de interpolacién
finitos. Esto luego es bastante 1til. Por ejemplo, en la prueba del teorema 7,
evitamos asi tener que preocuparnos de la convergencia de la serie que define
fo- Ademads, esto es critico en el caso p = oo, pues alli usamos fo/B € C, y
luego acudimos al dual de C/.A. Si hubieramos hecho una interpolacién infinita,
en general solo tendriamos fo/B € L. Esto es problemdtico, pues L™ no es
separable y por tanto el dual de L/ H> es gigantesco (contiene a zH! pero es
mucho mds grande).

También hemos podido ver lo util que resulta el teorema del grafo cerrado.
Este teorema permite obtener muy facilmente un cierto control sobre las nor-
mas. Por ejemplo, obsérvese el enunciado del lema 6. Alli pasamos de conocer
simplemente que la traza con pesos T} f es de 7 a tener autométicamente un
control sobre su norma en términos de la norma de f.

Otra cuestion interesante ha sido ver cémo al pasar de D a H algunos ra-
zonamientos se simplifican. Como ejemplo, invitamos al lector a que imagine o
intente la prueba de la proposicién 16 en D. Por otro lado, otras veces razo-
nar en D tiene sus ventajas. Por ejemplo, Koosis realiza la prueba de nuestro
teorema 7 en H, encontrando ciertas dificultades adicionales, pues la medida de
H no es finita. Nosotros podemos proponer nuestro candidato a interpolador
fo € H*(D) C HP(D). Sin embargo, al realizar la prueba en H, Koosis tiene
que garantizar un cierto decaimiento en el infinito en su fo € H?(H).

Finalmente, otro tema interesante que hemos visto ha sido el lenguaje de las
medidas de Carleson y los embebimientos de HP. Resaltar el terema de Carleson,
teorema 13, con la caracterizacién geométrica de las medidas de Carleson, y el
teorema de Vinogradov, teorema 17, con la caracterizacién en términos de los
nticleos reproductores en H?2.

Por 1ltimo, volver a comentar la importante aplicacién de la variable com-
pleja a la teoria de operadores, a través de operadores modelo actuando sobre
espacios de funciones analiticas. Sin emplear el lenguaje y técnicas de la variable
compleja, el problema de determinar si los autovectores del operador T' = PS|K
de la seccion 4 forman una base de Riesz resultaria sumamente dificil. De hecho,
el problema de determinar si una familia de vectores es base de Riesz es en prin-
cipio un problema numérico sobre series. Por tanto, la conexién de este problema
con la interpolaciéon mediante funciones analiticas es bastante sorprendente.
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