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Estructura

° Funciones test y conjuntos K-espectrales
@ Colecciones test
@ Subdlgebras de funciones analiticas
@ Aplicacion: operadores con el espectro en una curva

e Estructuras separadas y tuplas de operadores
@ Antecedentes: vessels y operadores subnormales de tipo finito
@ Estructuras separadas
@ Compresidn generalizada
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Conjuntos K-espectrales

@ Si T es una contraccion (|| T|| < 1) en un espacio de Hilbert

(T < sup Ip(2)]

para todo polinomio p (desigualdad de von Neumann).
@ Si T es semejante a una contraccion (| VTV~'|| < 1),

(T < K sup |p(2)].
lz]<1
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Conjuntos K-espectrales

@ Si T es una contraccion (|| T|| < 1) en un espacio de Hilbert

(T < sup Ip(2)]

para todo polinomio p (desigualdad de von Neumann).
@ Si T es semejante a una contraccion (| VTV~'|| < 1),

(T < K sup |p(2)].
lz]<1

@ Generalizacién a dominios distintos de D: X C C compacto, o(T) C X. Entonces
X es K-espectral para T si

If(T)] < Ksup|f(z)| (%)
zeX

para toda f racional sin polos en X.
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Conjuntos K-espectrales

@ Si T es una contraccion (|| T|| < 1) en un espacio de Hilbert

(T < sup Ip(2)]

para todo polinomio p (desigualdad de von Neumann).
@ Si T es semejante a una contraccion (| VTV~'|| < 1),

(T < K sup |p(2)].
lz]<1

@ Generalizacién a dominios distintos de D: X C C compacto, o(T) C X. Entonces
X es K-espectral para T si

If(T)] < Ksup|f(z)| (%)
zeX

para toda f racional sin polos en X.

@ Si () se cumple para toda f racional sin polos en X con valores matriciales s x s,
para todo s € N, y K independiente de s, entonces X se llama completamente
K-espectral.

@ D es completamente K-espectral para T siy solo si T es semejante a una
contraccion.
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Funciones test: ejemplo sencillo

e 04,0, C C dominios de Jordan cuyas fronteras se intersecan transversalmente,
Q= Q1 NQe, ¢ : Q — D aplicacién de Riemann

@ Resultado: Si ||¢;(T)|| < 1, entonces Q es K-espectral para T, con K
independiente de T

@ Prueba: Sif ¢ A(Q), entonces f = f; +h con fi € A(Q) Y ||fllee < C|Ifllo
(separacioén de singularidades de Havin-Nersessian) y

(T = I (frowr Y (er (M) +(fowz N2 THI < NIfrowr oot lIfeowy lloo < Kllflloc

Qy
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Funciones test: ejemplo sencillo

e 04,0, C C dominios de Jordan cuyas fronteras se intersecan transversalmente,
Q= Q1 NQe, ¢ : Q — D aplicacién de Riemann

@ Resultado: Si ||¢;(T)|| < 1, entonces Q es K-espectral para T, con K
independiente de T

@ Prueba: Sif ¢ A(Q), entonces f = f; +h con fi € A(Q) Y ||fllee < C|Ifllo
(separacioén de singularidades de Havin-Nersessian) y
(DI = I (frowy ) er(T)+(Rowz Nwa(THI < lfroes oo+ lIfows lloe < KlIflloo

@ Intentar extender este resultado a una situacién mas general (¢; no univalentes)

Qy
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Colecciones test

Definicion

Sea X c Cy & una coleccion de funciones de X en D analiticas en un entorno de X.
Decimos que ¢ es una coleccién test para X si siempre que o(T) C Xy D es
completamente K-espectral para ¢(T) para todo ¢ € ®, entonces X es
completamente K’-espectral para T.

@ Distintas variantes de este concepto dependiendo de si K = 1 (es decir
le(T)| < 1) o K > 1, 0de si K’ puede depender de T o no.

@ Consideramos los casos X = Qy X = Q, donde Q CcCesun dominio finitamente
conexo con frontera analitica a trozos. El caso X = Q (cuando o(T) toca 0%2) es
técnicamente mucho mas dificil.
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Resultados de la literatura en términos de colecciones test

@ Sean Q4,...,Q, C C dominios simplemente conexos con fronteras analiticas que
no se intersecan y ¢ : Qx — D aplicaciones de Riemann. Entonces {¢1,...,¢n}
es una coleccion test para () Q«. (Douglas, Paulsen, 1986).

@ Sean D, ..., D, discos en C. Y ¢k una transformaciéon de Moébius que lleva Dy en
D. Entonces {1, ..., pn} €s una coleccion test para [ Dx. (Badea, Beckermann,
Crouzeix, 2009).

@ Sea X un compacto convexo. Escribimos X = (| H,, con H, semiplanos
cerrados. Sea ¢, una transformacién de Mébius que lleva H,, en D. Entonces
{va} es una coleccién test para X. (Delyon, Delyon, 1999).

@ Si B es un producto finito de Blaschke, el conjunto {B} es una coleccion test para
D. (Mascioni, 1994).
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Funciones y dominios admisibles

Definicién

@ Q C C un dominio tal que 992 es una union finita disjunta de curvas de Jordan
analiticas a trozos. Suponemos que los angulos interiores de las “esquinas” de
9% estan en (0, 7).
{Jk}r—1 arcos analiticos cerrados que se intersecan a lo sumo en sus extremos y
tales que 0Q = | Jk-
@ b= (p1,...,0n): Q— D" analitica en un entorno de Q (puede debilitarse en
muchos casos).
‘(pk| =1en Jk.
©) No se anula en Jx.

ok(C) # wr(2)si¢ € i, Zz€Qy z #C.

Jy
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Un ejemplo sencillo de funciéon admisible

Q4,...,Q, dominios simplemente conexos con fronteras analiticas que se interesecan
transversalmente.

Q = N Q«, Jk = 92 N Q-
vk : Qx — D aplicaciones de Riemann.
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Un ejemplo sencillo de funciéon admisible

Q4,...,Q, dominios simplemente conexos con fronteras analiticas que se interesecan
transversalmente.

Q = N Q«, Jk = 92 N Q-
vk : Qx — D aplicaciones de Riemann.

®k no tienen por qué ser univalentes en Q en general.
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Resultados principales sobre funciones admisibles

Teorema

Sea Q simplemente conexo y ¢ : Q — D" admisible. Entonces ® es una coleccion test
para Q2 (con constante que depende de || T||). Si ademds ® es inyectiva en Q y ®' no
se anula en 2, entonces la constante es independiente de T.

v
Teorema

Sea Q finitamente conexo y ® : Q — D" admisible. Entonces ® es una coleccion test
en Q (con constante que depende del valor de ||(T — X\)~'|| en un ndmero finito de
puntos). Si ademas ¢ es inyectiva en Q y ¢’ no se anula en Q, entonces la constante
es independiente de T
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Resultados principales sobre funciones admisibles

Teorema

Sea Q simplemente conexo y ¢ : Q — D" admisible. Entonces ® es una coleccion test
para Q2 (con constante que depende de || T||). Si ademds ® es inyectiva en Q y ®' no
se anula en 2, entonces la constante es independiente de T.

v
Teorema

Sea Q finitamente conexo y ® : Q — D" admisible. Entonces ® es una coleccion test
en Q (con constante que depende del valor de ||(T — X\)~'|| en un ndmero finito de
puntos). Si ademas ¢ es inyectiva en Q y ¢’ no se anula en Q, entonces la constante
es independiente de T

En el primer teorema, se permite que o(T) interseque 9 y en el segundo no. El caso
en el que o(T) interseca 92 es mucho mas dificil técnicamente.
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Funciones débilmente admisibles

@ Son una clase mas amplia que las funciones admisibles. Sustituimos la condicion
“ok(C) # pk(2) si ¢ € Jk, z € Qy z # " por una mas débil.

@ A partir de una coleccion débilmente admisible {1, ...,%n} producimos una
coleccion admisible {1, ..., pm} poniendo

vk = (h1kok) -+ (hnk © n),
con hjx: D — Dy hjx € AD).
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Funciones débilmente admisibles

@ Son una clase mas amplia que las funciones admisibles. Sustituimos la condicion
“ok(C) # pk(2) si ¢ € Jk, z € Qy z # " por una mas débil.

@ A partir de una coleccion débilmente admisible {1, ...,%n} producimos una
coleccion admisible {1, ..., pm} poniendo

ok = (M ko) -+ (Pnk o ¢n),
con hjx: D — Dy hjx € AD).

Teorema
Sea ( finitamente conexo con frontera analitica y i+, . .., : Q — D internas (|yx| = 1
end0). SiV = (1, ...,1n) es inyectiva en ), entonces W es una coleccion test (con

constante que depende del valor de ||(T — X\)~'|| en un ndmero finito de puntos). Si
ademas V' no se anula en Q, entonces la constante es independiente de T.
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Desigualdad de von Neumann y &lgebra de Agler

Si T es una contraccién,
lp(T)I < sup |p(2)]
lz]<1

para todo polinomio p (desigualdad de von Neumann).
Si Ty, T, son contracciones que conmutan,
o(T1, T2)ll < sup |p(z1, 22)|
|zj|<1
para todo polinomio p en dos variables (Ando).
Sin embargo, para tres o mas contracciones Ti,..., T, que conmutan, en general es
falso que
Ip(T1, .- To)ll < sup |p(z1, ..., zn)l.

|zj| <1
Se desconoce si existe una constante C, tal que
lp(Tr, ..., To)ll < Cn SUp p(z1,. .., 2|

‘Z/
para todo polinomio p y contracciones Ty, ..., T, que conmutan. Este problema abierto
es importante en la teoria de varios operadores. Se cree que no existe tal constante
Cn.
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Desigualdad de von Neumann y &lgebra de Agler

Si T es una contraccién,
lp(T)I < sup |p(2)]
lz]<1

para todo polinomio p (desigualdad de von Neumann).
Si Ty, T, son contracciones que conmutan,
(T, T2)|| < sup |p(z1, z2)|

|z <1
para todo polinomio p en dos variables (Ando).
Sin embargo, para tres o mas contracciones Ti,..., T, que conmutan, en general es
falso que

||p(T17 EERE) Tn)” < ‘S?p1 |p(Z17 B Zﬁ)"

zj|<

Se desconoce si existe una constante C, tal que
Io(T1, ..., To)ll < Ca ‘Sup lp(z1, ..., zn)]
zj|<

para todo polinomio p y contracciones Ty, ..., T, que conmutan. Este problema abierto
es importante en la teoria de varios operadores. Se cree que no existe tal constante
Cn.
El algebra de Agler de D":

Ifllsa@n = _ sup_ [If(Ts,..., Tn)ll.
T <1 T,)CD
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Productos de Blaschke y la desigualdad de von Neumann

Denotamos por % el conjunto de todas las tuplas ® = (1, ..., pn) donde ¢k son
productos finitos de Blaschke y ¢ es inyectivo en D y ¢’ no se anula en D.

Teorema
Sin>3ypeClzy,...,z),

1Plls.a@n = sup [[P(#1(T), - - en(T))II;

donde ® = (1, .., pn) recorre todas las tuplas de 2 y T recorre todas las matrices
cono(T) C D ytalesque ||px(T)|| <1, k=1,...,n

Usamos un teorema de Agler, McCarthy y Young (2013) que dice que basta estudiar la
desigualdad de von Neumann para contracciones que son matrices con todos los
autovalores distintos (matrices genéricas) y el problema de Pick para construir los
productos de Blaschke (resolviendo un problema cuyos datos han sido perturbados de
forma adecuada).

Este teorema permite aplicar nuestros resultados sobre colecciones test al estudio de
la desigualdad de von Neumann.
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Otros resultados sobre conjuntos completamente K-espectrales

Teorema

Sean Qy, ...,y dominios de Jordan con fronteras rectificables, Ahlfors regulares que
se intersecan transversalmente Si ); es (completamente) K;-espectral para T,
entonces () Q; es (completamente) K-espectral para T.

Este teorema generaliza un resultado de Badea, Beckermann, Crouzeix (2009) sobre
interseccion de discos en la esfera de Riemann.

Teorema

Sea Q un dominio de Jordan C? atrozos y R > 0 tal que para cada \ € Q existe un
u(X) € C\ Q tal que B(u, R) es tangente a0 en \. Si[|[(T — u(A\))~'|| < R~ para
fodo \ € 092, entonces Q2 es completamente K-espectral para T.

Este teorema generaliza resultados de Delyon, Delyon (1999) y Putinar, Sandberg
(2005) sobre conjuntos convexos que contienen el rango numérico de un operador.
También puede verse como una generalizacion de p-contracciones.
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Estructura

° Funciones test y conjuntos K-espectrales

@ Subdlgebras de funciones analiticas
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Separacion de singularidades con la composicién

@ Para probar nuestros teoremas sobre conjuntos K-espectral bastaria con
descomponer toda f € A(2) como

f(z) = gi(¢1(2)) + -~ Gnlpn(2)), gk € A(D). ()
@ Si pk son univalentes en Q, esto equivale a escribir
f(z) = fi(2)+ -+ fa(2), fe € A(Q%).

@ Esto es una separacion de singularidades (Havin, Nersessian, Ortega-Cerda).
@ En el caso general, no es posible conseguir (x).
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Separacion de singularidades con la composicién

@ Para probar nuestros teoremas sobre conjuntos K-espectral bastaria con
descomponer toda f € A(2) como

f(z) = gi(p1(2)) + - gn(¥n(2)), gk € A(D). (%)
@ Si pk son univalentes en Q, esto equivale a escribir
f(2) =f(2)+--+h(2), f e Ak
@ Esto es una separacion de singularidades (Havin, Nersessian, Ortega-Cerda).
@ En el caso general, no es posible conseguir (x).

Teorema

Sid : Q — D" es admisible, existen operadores acotados Fi : H™ () — H>(R) tales
que el operador

n
fis =" Fi(f) o ok
k=1

es compacto en H*(Q) y su rango esta contenido en A(Q). Ademas, Fx mandan A(Q)
en A(D).

v

Técnicas: modificacion de los argumentos de Havin-Nersessian y operadores
integrales débilmente singulares.
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Subdlgebras He y Ao

i
Ho = {Z fa(er(2)ha(ea(2)) + finlon(2)) - 1EN, fix € H”(D)}

{an e1(2))h2(p2(2)) - - finlen(2)) - 1T€N, fix € A(D)}

Son subélgebras (no cerradas, a priori) de H>*(Q) y A(Q) respectivamente.

Preguntas:
@ ;Qué condiciones geométricas sobre ¢ garantizan que Ho = H*(Q) y
Ao = A(Q)?
@ ;Qué condiciones geométricas sobre ¢ garantizan que Ho Y Ae S€aN -
subalgebras cerradas (débil*-cerradas) de codimension finita en H>°(Q2) y A(f2)
respectivamente?
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Resultados principales sobre He y Ao

Teorema

Sivo:Q—D"es admisible, entonces Ho es una subalgebra débil* -cerrada de
codimension finita en H> () y A« es una subalgebra cerrada de codimension finita en
A(Q). Si ademas, ¢ es inyectivaen Q y &' no se anula en Q, entonces Ho = H*(Q) y
Ao = A(Q).

Observacion: Es facil ver que para que se den las igualdades es necesario que ¢ sea
inyectiva y ¢’ no se anule.

Técnicas: Operadores compactos y técnicas de algebras de Banach. Clasificaciéon de

subalgebras unitales cerradas de codimensién uno en un algebra de Banach
conmutativa y unital (Gorin, 1969).
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Algebras de funciones en curvas analiticas

V = &(Q) es una curva analitica en el polidisco D". Consideramos las algebras H*> (V)
y A(V)-
Si F esta definida en V, ponemos ®*F = F o .

Teorema

SiQ y ® son admisibles, entonces ®*H> (V) = Ho y *A(V) = As.
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Algebras de funciones en curvas analiticas

VY = ®(Q) es una curva analitica en el polidisco D". Consideramos las &lgebras H>(V
y AYV).
Si F esta definida en V, ponemos ®*F = F o .

Teorema

SiQ y & son admisibles, entonces ®*H>(V) = He y d*A(V) =

Recordatorio
El algebra de Agler de D":
I fllsa@ny = sup [[f(Ta,..., To)l-

[I7;11<1
a(T;)CD

Para todo n, SA(D") C H*(D"). Para n = 1,2, hay igualdad (von Neumann, Ando),
pero para n > 3, se cree que la inclusién es propia.

Teorema

SiQ y ® son admisibles, entonces toda f € H* (V) puede extenderse a una
F € SAD") con Fly = f y||Fllsamn < ClfllHeev)-

v
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Estructura

° Funciones test y conjuntos K-espectrales

@ Aplicacion: operadores con el espectro en una curva
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Estimaciones de la resolvente y semejanza a normal

@ T unoperador con o(T) C I, donde I' es una curva suave sin auto-intersecciones.
@ Setiene ||(T — A)~"| < dist()\,I)~" para A en un entorno de I siy solo si T es
normal (Stampfli, 1965).

@ Si T es semejante a normal (VTV~" es normal), se tiene
(T = X)~"| < Cdist(), ) ~". El reciproco es falso: Benamara-Nikolski (1999),

Nikolski-Treil (2002).
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Estimaciones de la resolvente y semejanza a normal

@ T unoperador con o(T) C I, donde I' es una curva suave sin auto-intersecciones.

@ Setiene ||(T — A)~"| < dist()\,I)~" para A en un entorno de I siy solo si T es
normal (Stampfli, 1965).

@ Si T es semejante a normal (VTV~" es normal), se tiene

(T = X)~"| < Cdist(), ) ~". El reciproco es falso: Benamara-Nikolski (1999),
Nikolski-Treil (2002).

Teorema

SiQ es un domino de Jordan C'*, I = 8Q, U es un entorno deT y
I(T=27" <dist\, 1), AxeU\Q,
I(T—=X)7" < cdisty, )™, xeq,

entonces T es semejante a normal.

Las dos condiciones de crecimiento pueden intercambiarse.
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Estimaciones de la resolvente y semejanza a normal

@ T unoperador con o(T) C I, donde I' es una curva suave sin auto-intersecciones.

@ Setiene ||(T — A)~"| < dist()\,I)~" para A en un entorno de I siy solo si T es
normal (Stampfli, 1965).
@ Si T es semejante a normal (VTV~" es normal), se tiene

(T = X)~"| < Cdist(), ) ~". El reciproco es falso: Benamara-Nikolski (1999),
Nikolski-Treil (2002).

Teorema

SiQ es un domino de Jordan C'*, I = 8Q, U es un entorno deT y

[(T—XN" <dist(\, )",  AeU\Q,
(T =X < Cdist(A\, )", AeqQ,

entonces T es semejante a normal.

Las dos condiciones de crecimiento pueden intercambiarse.
En la prueba de este teorema usamos nuestra generalizacion del teorema de

Delyon-Delyon sobre convexos que contienen el rango numérico para probar que Q es
K-espectral para T.
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Teoremas de Naboko y van Casteren

Teorema (Naboko, 1984)
Supongamos que o(T) C T. Si

27 .
/ (T —re)"'x|2dt < CIxXIP(r—1)"",  r>A1,
0

21 .
/ (T — re")~"x|2dt < C||x|?(1 = r)~", 0<r<i,
0

entonces T es semejante a unitario.

v

Teorema (van Casteren, 1983)

Supongamos que o(T) C T. Si||(T — X\)~'|| < dist(\,T) ™" paraX €D y

27 .
/ (T —re)"'x|2dt < CIxXIP(r—1)"",  r>1,
0

21 .
/ I(T* = re) "x|Pat < Clx|(r—1)",  r>1,
0

entonces T es semejante a unitario.

v
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Familias de curvas que tienden a I’

@ Q un dominio de Jordan, I' = 9.
@ {7s}o<s<1 una familia de curvas de Jordan tiende a T si:

@ C's<dist(x,) < Cs, x€ns
@ long(vs N B(x,r)) < Cr
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Familias de curvas que tienden a I’

@ Q un dominio de Jordan, I' = 99.
@ {7s}o<s<1 una familia de curvas de Jordan tiende a T si:
@ C's<dist(x,) < Cs, x€ns
Q long(vs N B(x,r)) < Cr
@ Sivys C Q(ys € C\ Q) para todo s, decimos que {vs} tiende a I' desde dentro
(fuera).
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Familias de curvas que tienden a I’

@ Q un dominio de Jordan, I' = 9.
@ {7s}o<s<1 una familia de curvas de Jordan tiende a T si:

@ C's<dist(x,) < Cs, x€ns
@ long(vs N B(x,r)) < Cr

@ Sivys C Q(ys € C\ Q) para todo s, decimos que {vs} tiende a I' desde dentro
(fuera).

Consideramos la condicién
[T =27 0 < O,
s

donde {vs}o<s<1 tiende a I' desde dentro/fuera. Esta condicién no depende de la
eleccion de {vs}.
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Generalizaciones de Naboko y van Casteren

Sea Q un dominio de Jordan C'**, T = 9Q,y T con o(T) C . Supongamos que
{7s}o<s<1 tienden a I desde fuera y {4s}o<s<1 tienden a I' desde dentro.

Teorema (Generalizacion de Naboko)

Si

/ I(T = %)~ "xI|dA] < Cllx|s~,

]
/ I(T* =) ~"'x|2|dA| < CllxPs,
s

entonces T es semejante a normal.

Teorema (Generalizacién de van Casteren)
Si(T—A)7"|| < Cdist(\,T) " parare Qy

I(T = X)7" x| [dA] < Clix||*s ™,

Vs

/ I(T* = X)~"x|2 dA| < Cllxs™,
Vs

entonces T es semejante a normal.
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Herramientas

Extension pseudoanalitica: Si f € C'**(I'), existe F € C'(C) tal que F|I = fy
19F(2)] < C|fll g1 dist(z, T)°.

Célculo de Dynkin: Si ||(T — \)~"|| < Cdist(), )™, entonces puede definirse f(T)
para f € C'**(I') como

£(T) = i./ FO)A—T) " dr— + // FFO)(A = T) ' dA(),
27l Jop T JJp
donde F es una extension pseudoanaliticade fy D O T.
Un difeomorfismo C'** adecuado # : I — T. Lo utilizamos para pasarde 'y T y

probar que n(T) es semejante a unitario. Relacionamos las estimaciones de las
resolventes de Ty n(T):

CTHUIT =27 x) < I(0(T) = n(A) 7' x]| < CI(T = X) 7]
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Estructura

e Estructuras separadas y tuplas de operadores
@ Antecedentes: vessels y operadores subnormales de tipo finito
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Vessels de operadores

Definicién (Vessel)

H un espacio de Hilbert, E un espacio de Hilbert finito-dimensional.
$:H— E.

Operadores que conmutan Ay, A : H — H.

Operadores autoadjuntos o1, o2, 4", v°" : E — E (matrices auxiliares).
Latupla V = (A1, Ag; H, &, E; 01, 02,7™,7°"") es un vessel si

LA~ A = 0700,

a1 PA; — 0A; = "0,
AU = A" 4 (g1 DD op — 0P oy ),

02 A — o1 PA; = —'O,

Estudiados por LivSic, Vinnikov y otros.
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Vessels de operadores

Definicién (Vessel)

H un espacio de Hilbert, E un espacio de Hilbert finito-dimensional.
$:H— E.

Operadores que conmutan Ay, A : H — H.

Operadores autoadjuntos o1, o2, 4", v°" : E — E (matrices auxiliares).
Latupla V = (A1, Ag; H, &, E; 01, 02,7™,7°"") es un vessel si

}(Ak _ A = 0700,

o1DA; — 02 PA] = —Win¢7
AU = A" 4 (g1 DD op — 0P oy ),

02 A — o1 PA; = —'O,

Estudiados por LivSic, Vinnikov y otros.

Si empezamos con A¢, A> con parte imaginaria finito-dimensional, podemos construir
un vessel poniendo E = (Ay — A7)H + (A2 — A3)H y ¢ = Pe. Entonces

ok = }(Ak — Ap)IE.
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La curva discriminante

oA — 01 DA + ’yom‘b =0.
Polinomio discriminante:

A(X1,X2) = det(x1 02 — X201 + ’Yin) = det(X10'2 — X201 + ,yout).

Curva discriminante:
X = {(x1,%) € C*: A(xy, %) = 0}.

Daniel Estévez (UAM) Conjuntos K-espectrales y tuplas de operadores 31 de marzo de 2017 28/43



La curva discriminante

oA — 01 DA + ’yom‘b =0.
Polinomio discriminante:

A(X1,X2) = det(x1 02 — X201 + ’Yin) = det(X10'2 — X201 + ,yout).

Curva discriminante:
X = {(x1,%) € C*: A(xy, %) = 0}.

Theorem (Cayley-Hamilton generalizado)

A(Aqr, A2) =0, A(A7,A3) =0.
En particular, o(A1, A2) C X.

El teorema clasico de Cayley-Hamilton se obtiene poniendo A = A, A = il
E=H=C'yo=1
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Operadores subnormales de tipo finito (segun Xia y Yakubovich)

S € B(H) es subnormal si S = N|H, con N € B(K) normal.

S es subnormal puro si no existe un subespacio no trivial Hy que reduzca a Sy tal que
S|Hy sea normal.
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Operadores subnormales de tipo finito (segun Xia y Yakubovich)

S € B(H) es subnormal si S = N|H, con N € B(K) normal.

S es subnormal puro si no existe un subespacio no trivial Hy que reduzca a Sy tal que
S|Hy sea normal.

L L _[s* 0
La extensiéon normal minima: N = [X S] .
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Operadores subnormales de tipo finito (segun Xia y Yakubovich)

S € B(H) es subnormal si S = N|H, con N € B(K) normal.

S es subnormal puro si no existe un subespacio no trivial Hy que reduzca a Sy tal que
S|Hy sea normal.

L L S* 0
La extensiéon normal minima: N = .

X S

S es subnormal de tipo finito si su autoconmutador
C=8S-Ss

tiene rango finito.
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Operadores subnormales de tipo finito (segun Xia y Yakubovich)

S € B(H) es subnormal si S = N|H, con N € B(K) normal.
S es subnormal puro si no existe un subespacio no trivial Hy que reduzca a Sy tal que
S|Hy sea normal.

o o, S0
La extension normal minima: N = [X S] .
S es subnormal de tipo finito si su autoconmutador
C=8S-Ss

tiene rango finito.
Si S es subnormal puro de tipo finito,

K=Hy,—_eoM_dM, & H,,
con My = CH,dimM_ =dimM; < oo,y

* * 0 O
_|*x Ay 0 O
N= 0 To Ao x|’
0 0 * ok

con T : M_ — M, invertible.
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La curva discriminante y funcion mosaico de Xia

Curva discriminante:
X={(z,w) e C:det(ToTg — (W —Ng)"(z — No)) = 0}
o(N)c{zeC:(z,2) € X}.
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La curva discriminante y funcion mosaico de Xia

Curva discriminante:
X={(z,w) e C:det(To Ty — (W —No)*(z — Ao)) = 0}.
o(N)c{zeC:(z,2) € X}.
La ecuacién puede reescribirse en una forma similar a la de un vessel:
det(x102 — X201 +7) =0,

donde z=x1 +ixo, W=X1 — iXo y

[0 —iTg [0 Tg [T Toho
TN 0 |0 T T o 7T T TN, ToTo|
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La curva discriminante y funcion mosaico de Xia

Curva discriminante:
X={(z,w) e C:det(To Ty — (W —No)*(z — Ao)) = 0}.
o(N)yc{zeC:(z,2) € X}.
La ecuacién puede reescribirse en una forma similar a la de un vessel:
det(x102 — X201 +7) =0,

donde z=x1 +ixo, W=X1 — iXo y

[0 —iTg [0 Tg [T Toho
TN 0 |0 T T o 7T T TN, ToTo|

La funcién mosaico de Xia:
1(2) = Pu, (N — SPy)(N — 2) ' [M,.

La funcién mosaico y curva discriminante pueden usarse para construir un modelo
analitico para S.
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Estructura

e Estructuras separadas y tuplas de operadores

@ Estructuras separadas
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Estructuras separadas

Definicién
Una estructura separada es un espacio de Hilbert K, un par de operadores
autoadjuntos As, A> € B(K) que conmutan y una descomposicion

H H,

/—/; —_—~
K=H),,- dM_dM; & Hp +,

condim M_ = dim My < oo tal que Ay, Az tienen la estructura

A=

O % % ¥
* %
* ¥ OO

O O % *
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Estructuras separadas

Definicion
Una estructura separada es un espacio de Hilbert K, un par de operadores
autoadjuntos As, A> € B(K) que conmutan y una descomposicion

H_ H.
—_—~ /—/;
K=H),,- dM_dM; & Hp +,

condim M_ = dim My < oo tal que Ay, Az tienen la estructura

A=

*

0
* 0
*
*

O % % %

O O % *

*

Normalmente trabajamos con el operador normal N = A; + iAz en lugar de con el par
A1, As.

El espacio M = M_ & M. juega el mismo papel que el espacio finito-dimensional E en
la teoria de vessels.
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Estructuras separadas

Definicion
Una estructura separada es un espacio de Hilbert K, un par de operadores
autoadjuntos As, A> € B(K) que conmutan y una descomposicion

H_ H.
—_—~ /—/;
K=H),,- dM_dM; & Hp +,

condim M_ = dim My < oo tal que Ay, Az tienen la estructura

A=

*

0
* 0
*
*

O % % %

O O % *

*

Normalmente trabajamos con el operador normal N = A; + iAz en lugar de con el par
A1, As.

El espacio M = M_ & M. juega el mismo papel que el espacio finito-dimensional E en
la teoria de vessels.

Un ejemplo: N la extension normal minima de un operador subnormal puro de tipo
finito.
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Ejemplo con N = M; en L3(T)

K = L3(T), H_ = H3(C\ D), H, = H*(D).

N = M con f racional sin polos en T.

A= My, con fi(2) = 3(f(2) + H(Z 7)), (2) = 5(f(2) — f(Z7")).

Sea B el producto de Blaschke finito cuyos ceros son los polosde fiy L en D
(contando multiplicidades): Bf; y Bf, son analiticas en D y B es minimo con esta
propiedad.

Entonces, poniendo

Ho,- = B 'H;(C\ D),

M- = H3(C\D) & B'H5(C\ D),
M, = H*(D) & BH*(D),

Ho,+ = BH*(D),

Aq, A; forman una estructura separada.
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Ejemplo con N = M; en L3(T)

K = L3(T), H_ = H3(C\ D), H, = H*(D).

N = M con f racional sin polos en T.

A= My, con fi(2) = 3(f(2) + H(Z 7)), (2) = 5(f(2) — f(Z7")).

Sea B el producto de Blaschke finito cuyos ceros son los polosde fiy L en D
(contando multiplicidades): Bf; y Bf, son analiticas en D y B es minimo con esta
propiedad.

Entonces, poniendo

Ho,- = B 'H;(C\ D),
M- = H3(C\D) & B'H5(C\ D),
M, = H*(D) & BH*(D),

Ho,+ = BH*(D),

Aq, A; forman una estructura separada.

Ejemplo sencillo: f(z) = az + bz~ " + c. Entonces B(z) = zy dm M_ = dim M, = 1.
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Matrices auxiliares y pools

Definimos matrices auxiliares autoadjuntas o1, o2,y € B(M) mediante
0jPu = —i(Pu. A;j — AiPn.), YPuy = i(A1 Py, Az — A2Pr. Ay).
Entonces se cumple la relacién
o2PyAr — 01PyAz + vPu = 0,

que recuerda a una de las relaciones en la definicién de vessel.
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Matrices auxiliares y pools

Definimos matrices auxiliares autoadjuntas o1, o2,y € B(M) mediante
0jPu = —i(Pu. A;j — AiPn.), YPuy = i(A1 Py, Az — A2Pr. Ay).
Entonces se cumple la relacién
o2PyAr — 01PyAz + vPu = 0,

que recuerda a una de las relaciones en la definicién de vessel.

Definicion

Un pool es un espacio de Hilbert K, un espacio de Hilbert finito-dimensional M, un
operador acotado ¢ : K — M, dos operadores autoadjuntos Ay, A, € B(K) que
conmutan y matrices autoadjuntas o1, 02,y € B(M) tales que

02 PA; — o1 PAs + ’yd) =0.
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Matrices auxiliares y pools

Definimos matrices auxiliares autoadjuntas o1, o2,y € B(M) mediante
0jPy = —i(Pu, Aj — AiPy,), vPu = i(A1 Py Az — A2Ph Ar).
Entonces se cumple la relacién
o2PyAr — 01PyAz + vPu = 0,

que recuerda a una de las relaciones en la definicién de vessel.

Definicion

Un pool es un espacio de Hilbert K, un espacio de Hilbert finito-dimensional M, un
operador acotado ¢ : K — M, dos operadores autoadjuntos Ay, A, € B(K) que
conmutan y matrices autoadjuntas o1, 02,y € B(M) tales que

02 PA; — o1 PAs + ’yd) =0.

La curva discriminante:
X = {(x1,%) € C* : det(xy02 — X201 + ) = 0}.
o(Ar,A2) C X NRZ.
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Matrices auxiliares en términos del operador N

N = A; + iA> (més en general, N = £1 A1 + &A2)
a=ioy — o2, Y1, = =27

Q" ON + adN™ + 4 ) = 0.
Ponemos coordenadas z = xi + ixs, W = x; — ixo en C2.
X ={(z,w) € C* : det(za* + wo + Y.p) = 0}
a(N) c Xn{(z,2)}.
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Matrices auxiliares en términos del operador N

N = A; + iA; (méas en general, N: = & A + £242)
a=ioy — o2, Y1, = =27
Q" ON + adN™ + 4 ) = 0.
Ponemos coordenadas z = xi + ixs, W = x; — ixo en C2.
X ={(z,w) € C* : det(za* + wo + Y.p) = 0}
a(N) c Xn{(z,2)}.

Ejemplo sencillo: N = My, f(z) =az+ bz ' +¢

_ _le b _ {0 -
S_PMNW_[a c}’ a_[a 0]’
|b]2 — |a? bE—éc]

Y = —(a’s+asT) = [EC—aE |b* —|al*]
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Funcion mosaico

Definicion
La funcion mosaico v es

v(z) = Pu(N — 2)" ' Py, (N — 2)|M, z ¢ o(N).

Sus valores son proyecciones paralelas en M.
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Funcion mosaico

Definicion
La funcion mosaico v es

v(z) = Pu(N — 2)" ' Py, (N — 2)|M, z ¢ o(N).

Sus valores son proyecciones paralelas en M.

En el caso en el que la estructura separada proviene de un operador subnormal puro
de tipo finito, la funcién mosaico u(z) de Xia puede escribirse en términos de v(z).
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Funcion mosaico

Definicion
La funcion mosaico v es

v(z) = Pu(N — 2)" ' Py, (N — 2)|M, z ¢ o(N).

Sus valores son proyecciones paralelas en M.

En el caso en el que la estructura separada proviene de un operador subnormal puro
de tipo finito, la funcién mosaico u(z) de Xia puede escribirse en términos de v(z).

Las matrices auxiliares o, (1,5 y la funcién mosaico v contienen toda la informacion
sobre la estructura separada. El operador N se puede recuperar mediante la siguiente
“férmula para nucleos reproductores”:

PM(N — 2)71(N* — W)71 Py = (7(1,,') +za" + Wa)71(PM — 051/(2)0571 Py — U*(Z)PM).
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Funcion mosaico

Definicion
La funcion mosaico v es

v(z) = Pu(N — 2)" ' Py, (N — 2)|M, z ¢ o(N).

Sus valores son proyecciones paralelas en M.

En el caso en el que la estructura separada proviene de un operador subnormal puro
de tipo finito, la funcién mosaico u(z) de Xia puede escribirse en términos de v(z).

Las matrices auxiliares o, (1,5 y la funcién mosaico v contienen toda la informacion
sobre la estructura separada. El operador N se puede recuperar mediante la siguiente
“férmula para nucleos reproductores”:

PM(N — Z)71 (N* — W)71 Py = (7(1,,') +za" + Wa)71(PM — 051/(2)0571 Py — U*(Z)PM).

Pregunta: ;Se puede recuperar la funcion mosaico v a partir de las matrices o, y(1,i)?
En este caso, la estructura separada (que contiene objetos infinito-dimensionales)
vendria definida por una cantidad finito-dimensional de datos.
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Curvas algebraicas separadas

La curva discriminante X es una curva real, pues o1, o2,y son matrices autoadjuntas.

La involucién (xi, x2) — (X1, X2) actia sobre la curva X. La parte real de la curva
Xz = X NR? son los puntos fijos por la involucién.

Una curva se dice separada si su parte real divide la curva en dos mitades que son
conjugadas por la involucién (pensamos en curvas algebraicas como su superficie de
Riemann correspondiente).

Bajo ciertas hipotesis débiles, la curva discriminante de una estructura separada es
separada. Las dos mitades se pueden utilizar para reconstruir la funcién mosaico v
usando una funcién meromorfa Q definida en la curva cuyos valores son proyecciones
paralelas en M.
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La funcion meromorfa Q

Ponemos
Y =—a o, D= fofty(”).

La ecuacién de la curva se reescribe como

det(zx+D—-w)=0

Sip=(z,w) € X, ponemos

Q(p) = Nu(2E + D) = # /u _(ezD- 2~

Entonces Q(p) es una proyeccion paralela en M y para cada z,

> Q)=

p=(z0,W)EX

Q es una funcion meromorfa en la superficie de Riemann de X.
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Férmula de restauracion

pin O

Teorema

Sio(X7)No(Xt) = 0, entonces la curva discriminante X es separada,
X = X_UXg U X, y para cada z,

V@)= Y Qp).

p=(20,w)EX+
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Férmula de restauracion

En el ejemplo sencillo N = M, f(z) = az + bz~' + ¢,

B
y=—|b
0

pin O

Teorema

Sio(X7)No(Xt) = 0, entonces la curva discriminante X es separada,
X = X_UXg U X, y para cada z,

V@)= Y Qp).

p=(20,w)EX+

Idea de la prueba: Elegir las mitades para que la férmula se cumpla en los puntos en
el infinito de X. Si p € X,

Q(p) = Nu/z(X)
y v(co) = Py,. Se decidesipe X_op € X, seginsiw/z € o(X")ow/z € o(XH).
Después extender la igualdad a un entorno de los puntos en infinito por continuidad y
luego a toda la curva utilizando la férmula de salto de Plemel.
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Estructura

e Estructuras separadas y tuplas de operadores

@ Compresidn generalizada

Daniel Estévez (UAM) Conjuntos K-espectrales y tuplas de operadores 31 de marzo de 2017 40/ 43



Compresién generalizada

K D H D G espacios vectoriales. A: K — K lineal.
La compresion: A: H/G — H/G.
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Compresién generalizada

K D H D G espacios vectoriales. A: K — K lineal.
La compresion: A: H/G — H/G.
Hipétesis:
AGNHCG, (C1)
AH C AG+ H. (C2)

Definicion

Definimos la compresion A : H/G — H/G de la siguiente forma:
@ Dado h € H, encontramos g € G tal que h’ %! A(h— g) € H (por (C2)).
Q Ah+G)En+a.

Esto est4 bien definido por (C1).
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Compresién generalizada

K D H D G espacios vectoriales. A: K — K lineal.
La compresion: A: H/G — H/G.
Hipétesis:
AGNHCG, (C1)
AH C AG+ H. (C2)

Definicion

Definimos la compresion A : H/G — H/G de la siguiente forma:
@ Dado h € H, encontramos g € G tal que h’ %! A(h— g) € H (por (C2)).
Q Ah+G)En+a.

Esto est4 bien definido por (C1).

SiK:H1EBH2€BH3y

*x 0 0
A:*Aoo,
* ok %

la compresion clasica Ao puede obtenerse poniendo G = Hs, H = Ho & Hs.
En la compresion generalizada no es necesario que G o H sean invariantes por A.
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Compresion de estructuras separadas

Ai, A2 - K — K autoadjuntos. Dos estructuras separadas para As, A>

H

[ D\, —~ — ~ —
K:Ho,_EBMf@MJr@Ho’_H K=H07_@M7@M+EBH0’+,

_ Hy H- Hy

tales que N
H_ CcH-, Hy C H;:.
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Compresion de estructuras separadas

Ai, A2 - K — K autoadjuntos. Dos estructuras separadas para As, A>

H_ Hy H- Hy

—_—~ —— —
K = Ho,_ @ M_ EBMJr b H07+, K= H()’_ @ M_ @M+ b Ho’+,

tales que N
H_ CcH-, Hy C H;:.

Los operadores A1, A> se pueden comprimir a H;./ I:IJr si y solo si Py, |I\7I+ : A7I+ — M,
es invertible.
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Compresion de estructuras separadas

Ai, A2 - K — K autoadjuntos. Dos estructuras separadas para As, A>
H_ Hy H- Hy
—_— — =
K:Ho,_ @Mf@MJrEBHo’_H K=H07_@M7@M+@Ho’+,
tales que N
H_ CcH-, Hy C H;:.

Lema

Los operadores A1, A> se pueden comprimir a H;./ H, si y solo si Py, |l\7l+ M, — M,
es invertible.

Teorema

| A\

Denotando por A1, A> las compresiones generalizadas, obtenemos los siguientes
vessels:

(7\77 AsiHe/Hy ®,M;01,02,7" = 7 — i(0190" 02 — 5200" 1),y = 7)

(7\1,7‘23 H+/FI+7 —a’, M; —01,—0277"1 = —%’YOW =—7+ i(01$$*02 - 026&3*01))

v
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Ejemplo con N = M; en L3(T)

N =M= A+ iA = M + iM, con f racional sin polos en T.

K = L3(T), H- = H5(C\ D), Hy = H*(D)

B el producto de Blaschke finito con ceros en los polos de f; y f.
© una funcién interna, H = OH_, FI+ = OH..

Queremos realizar la compresion a H, /H, = H3(D) & @H2(D).

Es posible realizar la compresion si y solo si By © no tienen ceros en comun.

Se obtiene el operador compresion N = Ay + iA; = f(Me), donde Mo = PoM;|Ko es
el operador modelo y Ko = H*(D) © ©H?(D).

Los espectros: o(N) = f(T), que es una curva. Por el teorema de LivSic-Moeller y el

teorema de la aplicacion espectral, o(N) = f(o(©)) = f(Z) N f(A), donde Z C D es
una sucesion de Blaschkey A C T.
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